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âmpurilor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 338Indi
at�ii �si r�aspunsuri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349Anex�a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 369Bibliogra�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 380





Capitolul 1INTEGRAREA FUNCT�IILOR
x1. PRIMITIVE. INTEGRALE NEDEFINITEFie f o fun
t�ie real�a de�nit�a pe un interval I � IR. Se nume�ste primitiv�a a fun
t�ieif pe I o fun
t�ie F de�nit�a �si derivabil�a pe I astfel 
a F 0(x) = f(x) pentru ori
e x 2 I.Da
�a F este o primitiv�a a fun
t�iei f pe I atun
i F +C este �si ea o primitiv�a a fun
t�iei fpe I, ori
are ar � 
onstanta C. Re
ipro
, ori
e primitiv�a a lui f este de forma F + C.Se nume�ste integrala nede�nit�a a fun
t�iei f mult�imea tuturor primitivelor fun
t�iei f�si se noteaz�a 
u Z f(x) dx.Propriet�at�i ale integralelor nede�nite:a) Da
�a f : I ! IR admite primitive pe I, iar a 2 IR atun
i �si af admite primitive�si: Z af(x) dx = a Z f(x) dx.b) Da
�a f �si g admit primitive pe I atun
i �si f + g admite primitive pe I �si:Z [f(x) + g(x)℄ dx = Z f(x) dx+ Z g(x) dx:O fun
t�ie 
ontinu�a pe un interval I � IR admite primitive pe I. O fun
t�ie 
are admiteprimitive pe un interval I are proprietatea lui Darboux pe a
el interval.Cal
ulul primitivelor �si al integralelor nede�nite se poate fa
e dire
t folosind formulelede integrare ale fun
t�iilor elementare sau 
u ajutorul unor metode de 
al
ul, dintre 
areamintim:1. Metoda s
himb�arii de variabil�a. Fie fun
t�iile u : I ! J �si f : J ! IR (I; Jintervale � IR). Presupunem 
�a u are derivat�a 
ontinu�a pe I �si 
�a f este 
ontinu�a pe J .Da
�a F este o primitiv�a a lui f atun
i Z f(u(x))u0(x) dx = F (u(x)) + C.Vom nota 
u C mult�imea fun
t�iilor 
onstante de�nite pe un interval I, 
u valori reale.2. Metoda integr�arii prin p�art�i. Fie f �si g dou�a fun
t�ii de�nite pe intervalul I. Da
�af �si g au derivate 
ontinue pe I atun
i:



8 Capitolul 1Z f 0(x)g(x) dx = f(x)g(x)� Z f(x)g0(x) dx:3. Folosirea unor relat�ii de re
urent��a �̂n 
al
ulul integralelor nede�nite ale fun
t�iilordepinzând de un parametru n.4. Integrarea fun
t�iilor rat�ionale �̂n x. Fie fun
t�ia R : I ! IR; R(x) = P (x)Q(x) , undeP �si Q sunt polinoame, Q(x) 6= 0; 8 x 2 I. Da
�a gradP < gradQ atun
i fra
t�ia P (x)Q(x)poate � des
ompus�a �̂n fra
t�ii simple, astfel:P (x)Q(x) = A�(x� a)�+ A��1(x� a)��1 +� � �+ A1x� a+ B�(x� b)� + B��1(x� b)��1 +� � �+ B1x� b+� � �++ C
(x� 
)
 + C
�1(x� 
)
�1 + � � �+ C1x� 
 + M�x+N�(x2 + px+ q)� + M��1x +N��1(x2 + px + q)��1 + � � �++ M1x +N1(x2 + px+ q) + � � �+ U�x + V�(x2 + ux+ v)� + U��1x + V��1(x2 + ux+ v)��1 + � � �+ U1x + V1x2 + ux+ v ,undeQ(x) = (x�a)�(x�b)� � � � (x�
)
(x2+px+q)� � � � (x2+ux+v)� 
u �; �; : : : ; 
; �; : : : ; �numere naturale, iar fa
torii x2+px+q; : : : ; x2+ux+v au r�ad�a
ini 
omplexe. Coe�
ient�iide la num�ar�atorii fra
t�iilor de mai sus se determin�a adu
ând fra
t�iile la a
ela�si numitor�si identi�
ând 
oe�
ient�ii termenilor asemenea.Da
�a gradP � gradQ atun
i se efe
tueaz�a �̂mp�art�irea lui P (x) la Q(x) �si se obt�ine:P (x)Q(x) = R1(x) + P1(x)Q1(x) , unde R1(x) este un polinom �̂n x �si P1(x)Q1(x) este o fra
t�ie de formastudiat�a mai sus.5. Integrarea fun
t�iilor rat�ionale �̂n sinx �si 
os x. Fie Z R(sinx; 
os x) dx, undeR(u; v) = P (u; v)Q(u; v) este o fun
t�ie rat�ional�a de dou�a variabile. Fun
t�ia R(sinx; 
os x) estede�nit�a pe un interval I = (a; b) �si Q(sin x; 
os x) 6= 0; 8 x 2 I.Da
�a �� < a < b < � atun
i substitut�ia tg x2 = t 
ondu
e la 
al
ulul integraleinede�nite a unei fun
t�ii rat�ionale �̂n t. Folosind formulele:sinx = 2tg x21 + tg2 x2 
os x = 1� tg2 x21 + tg2 x2se obt�ine Z R(sinx; 
os x) dx = Z R 2t1 + t2 ; 1� t21 + t2! 2 dt1 + t2 = Z R1(t) dt:Cal
ulul integralei poate � simpli�
at �̂n urm�atoarele 
azuri:a) R(sinx; 
os x) = �R(� sin x; 
os x); se fa
e substitut�ia 
os x = t;b) R(sin x; 
os x) = �R(sin x;� 
os x); se fa
e substitut�ia sinx = t;
) R(� sin x;� 
os x) = R(sinx; 
os x); se fa
e substitut�ia t = tgx; ��=2 < x < �=2;d) R = R(tgx); se fa
e substitut�ia t = tgx; ��=2 < x < �=2.În apli
at�ii a
este metode spe
iale de integrare se pot 
ombina �si 
u metodele generale



Primitive. Integrale nede�nite 9de integrare: s
himb�ari de variabile, integrarea prin formule de re
urent��a, et
. De aseme-nea se utilizeaz�a �̂n mod 
urent diverse formule trigonometri
e �̂n transformarea fun
t�iilorde integrare.6. Integrarea fun
t�iilor irat�ionale.a) Integralele de tipul:Z R0�x; ax+ b
x+ d!mn ; : : : ; ax + b
x+ d! ps1A dxse rat�ionalizeaz�a ( se transform�a �̂n integrale de fun
t�ii rat�ionale) prin s
himbarea devariabil�a: ax + b
x + d = tk, unde k este numitorul 
omun al fra
t�iilor mn ; : : : ; ps .b) Integralele de tipul:Z R �x;pax2 + bx + 
� dx; x 2 I; a 6= 0; b2 � 4a
 6= 0 �si ax2 + bx + 
 > 0; 8 x 2 Ise rat�ionalizeaz�a prin substitut�iile lui Euler:b1) a > 0; b2 � 4a
 < 0 : pax2 + bx + 
 = t� xpa;b2) a < 0; 
 > 0 : pax2 + bx + 
 = tx�p
;b3) ax2 + bx+ 
 = 0 are r�ad�a
inile reale � �si � �si 
el put�in una dintre r�ad�a
ini (�de exemplu) nu apart�ine intervalului I; atun
i se fa
e substitut�ia:sax� �x� � = t , qa(x� �)(x� �) = tjx� �j.
) Integralele de tipul:Z xm(axn + b)p dxnumite integrale binome (m; n; p 2 Q) pot � rat�ionalizate �̂n urm�atoarele trei 
azuri:
1) p 2 Z: se fa
e substitut�ia x = tr, unde r este numitorul 
omun al numerelorrat�ionale m �si n;
2) p 62 Z, dar m+1n 2 Z: se fa
e substitut�ia axn + b = ts, unde s este numitorullui p, (p = rs);
3) m+1n 62 Z, dar m+1n + p 2 Z: se fa
e substitut�ia a+ bx�n = ts.Prezent�am �̂n tabelul de mai jos 
âteva fun
t�ii si integralele lor nede�nite, unde Ieste un interval din IR:1. f : IR! IRf(x) = xn; n 2 IN Z xn dx = xn+1n+ 1 + C:2. f : I ! IR; I � (0;1)f(x) = xa; a 2 IR n f�1g Z xa dx = xa+1a+ 1 + C:



10 Capitolul 13. f : I ! IR; I � IR�f(x) = 1x Z 1x dx = ln jxj+ C:4. f : IR! IRf(x) = ax; a > 0; a 6= 1 Z ax dx = axlna + C:5. f : I ! IR; I � IR n f�a; agf(x) = 1x2 � a2 ; a 6= 0 Z 1x2 � a2 dx = 12a ln ����x� ax+ a ����+ C:6. f : IR! IRf(x) = 1x2 + a2 ; a 6= 0 Z 1x2 + a2 dx = 1a ar
tgxa + C:7. f : IR! IRf(x) = sinx Z sinx dx = � 
os x+ C:8. f : IR! IRf(x) = 
os x Z 
os x dx = sinx+ C:9. f : I ! IRI � IR n �(2k + 1)�2 ; k 2 Z�f(x) = 1
os2 x Z 1
os2 x dx = tg x+ C:
10. f : I ! IRI � IR n fk�; k 2 Zgf(x) = 1sin2 x Z 1sin2 x dx = �
tgx+ C:11. f : I ! IRI � IR n �(2k + 1)�2 ; k 2 Z�f(x) = tg x Z tg x dx = � ln j 
os xj+ C:12. f : I ! IRI � IR n fk�; k 2 Zgf(x) = 
tg x Z 
tg x dx = ln j sinxj+ C:13. f : IR! IRf(x) = 1px2 + a2 ; a 6= 0 Z 1px2 + a2 dx = ln(x+px2 + a2) + C:14. f : I ! IR; I � (�1;�a) sauI � (a;1); a > 0f(x) = 1px2 � a2 Z 1px2 � a2 dx = ln jx+px2 � a2j+ C:15. f : I ! IR; I � (�a; a); a > 0f(x) = 1pa2 � x2 Z 1pa2 � x2 dx = ar
sin xa + C:



Primitive. Integrale nede�nite 11
PROBLEME REZOLVATE1. T� inând seama de faptul 
�a ori
e fun
t�ie 
ontinu�a pe un interval I are o primitiv�a,s�a se arate 
�a urm�atoarele fun
t�ii au primitive pe IR:a) f : IR! IR; f(x) = 8><>: sinxx ; da
�a x 2 IR n f0g;1; da
�a x = 0:b) f : IR! IR; f(x) = 8><>: 1x2 e�1=x2 ; da
�a x 2 IR n f0g;0; da
�a x = 0:Rezolvare. Fun
t�iile de mai sus sunt 
ontinue pe IR. Într-adev�ar, �̂n ori
e pun
tx 6= 0, �ind fun
t�ii elementare, rezult�a 
�a a
estea sunt 
ontinue. În pun
tul x = 0 avem:a) limx!0 f(x) = limx!0 sinxx = 1 = f(0):b) limx!0 f(x) = limx!0 1x2 e�1=x2 = limx!0 1x2e1=x2 = limx!0 � 2x3� 2x3 e1=x2 = limx!0 e�1=x2 = 0 = f(0):Rezult�a 
�a fun
t�iile sunt 
ontinue �si �̂n pun
tul x = 0, de
i sunt 
ontinue pe IR �si �̂n
onse
int��a admit primitive.2. S�a se arate 
�a urm�atoarele fun
t�ii nu posed�a primitive pe IR:a) f : IR! IR; f(x) = 8><>: 2x sin 1x � 
os 1x; da
�a x 6= 0;1; da
�a x = 0:b) f : IR! IR; f(x) = 8><>: sin 1x; da
�a x 6= 0;�1; da
�a x = 0:
) f : IR! IR; f(x) = 8><>: sinxx ; da
�a x 6= 0;0; da
�a x = 0:Rezolvare. a) S�a 
onsider�am fun
t�ia G(x) = x2 sin 1x; x 6= 0. Deoare
e G0(x) == 2x sin 1x � 
os 1x; 8 x 6= 0 rezult�a 
�a Gj(�1;0) (respe
tiv Gj(0;1)) este o primitiv�a pentrufun
t�ia f j(�1;0) (respe
tiv f j(0;1)).S�a presupunem 
�a fun
t�ia f ar admite primitive. Atun
i o primitiv�a F a sa ar aveaforma: F (x) = 8>>><>>>: G(x) + 
1; da
�a x < 0;G(x) + 
2; da
�a x > 0;
3; da
�a x = 0:



12 Capitolul 1Impunând 
ondit�ia 
a F s�a �e 
ontinu�a �̂n pun
tul x = 0 obt�inem:limx!0x<0 F (x) = limx!0x>0 F (x) = F (0) sau limx!0x<0 (G(x) + 
1) = limx!0x>0 (G(x) + 
2) = 
3.Deoare
e limx!0G(x) = 0 obt�inem 
1 = 
2 = 
3. De
i:F (x) = 8<: G(x) + 
1; da
�a x 6= 0;
1; da
�a x = 0:Fun
t�ia F �ind primitiv�a, trebuie s�a �e �si derivabil�a pe IR, iar F 0(x) = f(x);8 x 2 IR. S�a 
al
ul�am mai �̂ntâi derivata fun
t�iei F �̂n pun
tul x = 0:F 0(0) = limx!0 F (x)� F (0)x� 0 = limx!0 G(x) + 
1 � 
1x = limx!0 x sin 1x = 0:De
i F este derivabil�a �̂n pun
tul x = 0 �si F 0(0) = 0. Deoare
e F 0(0) 6= f(0) = 1, dedu
em
�a presupunerea f�a
ut�a este fals�a, de
i F nu poate � primitiv�a pentru fun
t�ia f .b) S�a 
onsider�am fun
t�ia g : IR! IR;g(x) = 8><>: x 
os 1x; da
�a x 6= 0;0; da
�a x = 0:Fiind o fun
t�ie 
ontinu�a pe IR rezult�a 
�a ea admite primitive. Fie G o astfel de primitiv�a.De asemenea s�a 
onsider�am fun
t�ia:H(x) = x2 
os 1x � 2G(x); x 6= 0.Se observ�a 
�a H 0(x) = 2x 
os 1x +sin 1x�2x 
os 1x = sin 1x = f(x); 8 x 6= 0. De
i Hj(�1;0)(respe
tiv Hj(0;1)) este o primitiv�a pentru fun
t�ia f j(�1;0) (respe
tiv f j(0;1)).Rezult�a atun
i 
�a o primitiv�a F (x) a fun
t�iei f , �̂n ipoteza 
�a ar exista, ar avea forma:F (x) = 8>>>>><>>>>>: x2 
os 1x � 2G(x) + 
1; da
�a x < 0;
2; da
�a x = 0;x2 
os 1x � 2G(x) + 
3; da
�a x > 0:Fun
t�ia F este 
ontinu�a pe IR, de
i:limx!0x<0 F (x) = limx!0�x2 
os 1x � 2G(x) + 
1� = �2G(0) + 
1 == limx!0x>0 F (x) = limx!0�x2 
os 1x � 2G(x) + 
3� = �2G(0) + 
3 = F (0) = 
2,de unde rezult�a 
�a 
1 = 
3 �si 
2 = �2G(0) + 
1.Obt�inem astfel:F (x) = 8><>: x2 
os 1x � 2G(x) + 
1; da
�a x 6= 0;�2G(0) + 
1; da
�a x = 0:S�a studiem a
um derivabilitatea a
estei fun
t�ii F �̂n pun
tul x = 0. Avem:F 0(0) = limx!0 F (x)� F (0)x� 0 = limx!0 x2 
os 1x � 2G(x) + 
1 + 2G(0)� 
1x =



Primitive. Integrale nede�nite 13= limx!0 x 
os 1x � 2G(x)�G(0)x ! = �2G0(0) = �2g(0) = 0:De
i F este derivabil�a �̂n x = 0 �si F 0(0) = 0 6= f(0) = �1. Rezult�a 
�a F nu poate �primitiv�a a fun
t�iei f , de
i f nu admite primitive pe mult�imea numerelor reale.
) Fun
t�ia f se s
rie 
a o sum�a de fun
t�ii f = f1 + f2, unde:f1(x) = 8><>: sinxx ; da
�a x 6= 0;1; da
�a x = 0; iar f2(x) = 8<: 0; da
�a x 6= 0;�1; da
�a x = 0:Deoare
e f1 admite primitive (este 
ontinu�a pe IR), iar f2 nu are proprietatea lui Darboux,de
i nu are primitive pe IR, rezult�a 
�a f nu admite ni
i ea primitive pe IR.3. Se 
onsider�a fun
t�ia f : [�1; 1℄! IR,f(x) = 8><>: sin 1x; da
�a x 6= 0;a; da
�a x = 0:S�a se arate 
�a f posed�a o primitiv�a da
�a �si numai da
�a a = 0.Rezolvare. S�a presupunem mai �̂ntâi 
�a f admite primitive pe [�1; 1℄. Da
�a ampresupune prin redu
ere la absurd 
�a a 6= 0 atun
i rezult�a, urmând rat�ionamentul dinProblema 2, b) 
�a f nu poate admite primitive. De
i �̂n mod ne
esar a = 0.Re
ipro
, s�a presupunem 
�a a = 0. Atun
i se arat�a (vezi Problema 2, b)) 
�a fun
t�ia:F (x) = 8><>: x2 
os 1x � 2G(x) + 
1; da
�a x 6= 0;�2G(0) + 
1; da
�a x = 0;unde G este o primitiv�a a fun
t�iei 
ontinue g : IR! IR,g(x) = 8><>: x 
os 1x; da
�a x 6= 0;0; da
�a x = 0;este o primitiv�a a fun
t�iei f pe intervalul [�1; 1℄, (F este derivabil�a pe (�1; 1) �si F 0(x) == f(x)).4. S�a se arate 
�a fun
t�ia f : [�1; 1℄! IR de�nit�a prin:f(x) = 8><>: sin2 1x; da
�a x 6= 0;0; da
�a x = 0;nu admite primitive. S�a se dedu
�a de ai
i 
�a da
�a o fun
t�ie g : [a; b℄! IR admite primitivenu rezult�a, �̂n general, 
�a �si fun
t�ia g2 admite primitive.Rezolvare. Presupunem 
�a fun
t�ia f admite primitive. Deoare
e:f(x) = 8><>: 12 �1� 
os 2x� ; da
�a x 6= 0;0; da
�a x = 0;atun
i se arat�a �̂n mod asem�an�ator Problemei 2 b) 
�a o primitiv�a a fun
t�iei f are �̂n modne
esar forma:



14 Capitolul 1F (x) = 8>><>>: x2 + 14x2 sin 2x � 12G(x); da
�a x 2 [�1; 1℄ n f0g;�12G(0); da
�a x = 0;unde G este o primitiv�a a fun
t�iei 
ontinue g : [�1; 1℄! IR;g(x) = 8><>: x sin 2x; da
�a x 2 [�1; 1℄ n f0g;0; da
�a x = 0:Într-adev�ar pentru x 6= 0 avem:F 0(x) = 12 + x2 sin 2x � x24 � 2x2 
os 2x � 12G0(x) = 12 + x2 sin 2x � 12 
os 2x � 12x sin 2x == sin2 1x = f(x):Dar derivata fun
t�iei F �̂n pun
tul x = 0 este diferit�a de valoarea fun
t�iei f �̂n pun
tulx = 0:F 0(0) = limx!0 x2 + 14x2 sin 2x � 12G(x) + 12G(0)x = 12� 12 limx!0 G(x)�G(0)x = 12� 12g(0) == 12 6= f(0) = 0:Dedu
em 
�a fun
t�ia f nu admite primitive. Combinând a
um Problema 3 �si Problema4 rezult�a 
�a da
�a o fun
t�ie g admite primitive nu rezult�a �̂n general 
�a g2 admite primitive.5. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale:a) Z x5(4 + x3)2 dx; x 2 I; � 3p4 62 I; b) Z sin2x dx; x 2 IR;
) Z 
os3x dx; x 2 IR; d) Z dxx2 + 2x+ 5 ; x 2 IR;e) Z esin 2x 
os 2x dx; x 2 IR; f) Z 9x2 3p10� x3 dx; x 2 IR;g) Z ex sin x dx; x 2 IR; h) Z x ln (1 + x2) dx; x 2 IR;i) Z ln (x+ 2)(x + 2)3 dx; x 2 (�2;1):Rezolvare. a) I = 13 Z 3x2 � x3(4 + x3)2 dx. Not�am 4 + x3 = t ) 3x2 dx = dt. De
i:I = 13 Z (t� 4) dtt2 = 13 Z dtt � 43 Z dtt2 = 13 ln jtj+ 43t + C = 13 ln jx3 + 4j++ 43(x3 + 4) + C:b) Avem: Z sin2x dx = Z 1� 
os 2x2 dx = Z dx2 � 12 Z 
os 2x dx = x2 � 14 sin 2x+ C:
) I = Z 
os3x dx = Z 
os2x � 
os x dx = Z (1 � sin2x)(sinx)0 dx: Not�am sinx = t.Rezult�a:I = Z (1� t2) dt = t� t33 + C = sinx� sin3x3 + C:



Primitive. Integrale nede�nite 15d) I = Z dxx2 + 2x+ 5 = Z dx(x + 1)2 + 4. Not�am x+ 1 = t ) dx = dt. Obt�inem:I = Z dtt2 + 4 = 12ar
tg t2 + C = 12ar
tgx + 12 + C:e) I = Z esin 2x �
os 2x dx = 12 Z esin 2x �(sin 2x)0 dx. Not�am sin 2x = t ) 2 
os 2x dx == dt. De
i: I = 12 Z et dt = 12et + C = 12esin 2x + C:f) I = Z 9x2 � 3p10� x3 dx = �3 Z (�3x2) � 3p10� x3 dx: Not�am 10 � x3 = t )�3x2 dx = dt. De
i I = �3 Z 3pt dt = �334t4=3 + C = �94(10� x3)4=3 + C:g) I = Z ex sinx dx = Z (ex)0 sin x dx = ex sinx� Z ex 
os x dx = ex sinx�� Z (ex)0 
os x dx = ex sin x� ex 
os x� Z ex sin x dx = ex sinx� ex 
os x� I:Am folosit de dou�a ori formula integr�arii prin p�art�i. Rezult�a astfel:I = 12ex(sinx� 
os x) + C:h) I = Z x ln (1+x2) dx = 12 Z (x2)0 ln (1+x2) dx = 12x2 ln (1+x2)�12 Z x2 2x1 + x2 dx == 12x2 ln (1 + x2)� Z x31 + x2 dx = 12x2 ln (1 + x2)� Z (x3 + x)� xx2 + 1 dx = 12x2 ln (1 + x2)��x22 + 12 Z 2xx2 + 1 dx = 12x2 ln (1 + x2)� x22 + 12 ln (1 + x2) + C = 12(1 + x2) ln (1 + x2)��x22 + C:i) I = Z ln (x + 2)(x+ 2)3 dx = �12 Z �2(x+ 2)3 � ln (x + 2) dx = �12 Z  1(x+ 2)2!0 � ln (x++2) dx = � 12(x+ 2)2 ln (x + 2) + 12 Z 1(x + 2)2 � 1x+ 2 dx = � 12(x + 2)2 ln (x+ 2)�� 14(x + 2)2 + C:6. S�a se stabileas
�a o formul�a de re
urent��a pentru:a) Im;n = Z sinmx � 
osnx dx; x 2 IR; m; n 2 IN ; m � 2 sau n � 2:b) In = Z dx(x2 + a2)n ; x 2 IR; a 6= 0; n 2 IN�:Rezolvare. a) Vom determina dou�a relat�ii de re
urent��a, una 
are s�a ne permit�a s�as
�adem gradul sinusului, iar alta a 
osinusului. Pentru m � 2 avem:Im;n = Z sinm�1x � 
osnx � sinx dx = � Z sinm�1x � 
osnx � (
os x)0 dx == � 1n + 1 Z sinm�1x � (
osn+1x)0 dx = � 1n + 1sinm�1x � 
osn+1x++m� 1n + 1 Z sinm�2x � 
osn+2x dx = � 1n + 1sinm�1x � 
osn+1x+



16 Capitolul 1+m� 1n+ 1 Z sinm�2x(1� sin2x) � 
osnx dx = � 1n + 1sinm�1x � 
osn+1x+ m� 1n + 1 Im�2;n��m� 1n + 1 Im;n:Am obt�inut relat�ia:Im;n = � 1n + 1sinm�1x � 
osn+1x+ m� 1n + 1 Im�2;n � m� 1n + 1 Im;n;de unde rezult�a:Im;n = � 1n +msinm�1x � 
osn+1x + m� 1n+mIm�2;n,relat�ie valabil�a de altfel pentru 8m; n 2 IR; m 6= �n:Pentru a obt�ine relat�ia analoag�a pentru s
�aderea gradului 
osinusului (n � 2) pro-
ed�am la fel 
u 
azul pre
edent sau fa
em s
himbarea de variabil�a �2 � x = y. Atun
iavem:Im;n = � Z 
osmy � sinny dy = 1n +msinn�1y � 
osm+1y� n� 1n +m Z sinn�2y � 
osmy dy == 1n +msinm+1x � 
osn�1x+ n� 1n +m Z sinmx � 
osn�2x dx:Rezult�a:Im;n = 1n+msinm+1x � 
osn�1x + n� 1m+ nIm;n�2;relat�ie valabil�a pentru 8m; n 2 IR; m = �n:b) Avem:In = 1a2 Z a2 + x2(a2 + x2)n dx� 1a2 Z x2(a2 + x2)n dx = 1a2 In�1 � 1a2 Z x � x(a2 + x2)n dx == 1a2 In�1 + 12a2(n� 1) Z x �  1(x2 + a2)n�1!0 dx = 1a2 In�1 + 12a2(n� 1) � x(x2 + a2)n�1�� 12a2(n� 1) Z dx(x2 + a2)n�1 = 1a2 � 2n� 32n� 2In�1 + 12a2(n� 1) � x(x2 + a2)n�1 ; n 6= 1.Pentru n = 1: I1 = Z dxx2 + a2 = 1aar
tgxa + C:7. S�a se 
al
uleze, utilizând Problema 6, urm�atoarele integrale:a) I = Z sin4x � 
os2x; x 2 IR; b) I = Z 1(x2 + 4)3 dx; x 2 IR:Rezolvare. a) Conform relat�iei obt�inut�a la problema pre
edent�a, pun
tul a), avem:I4;2 = �16sin3x � 
os3x + 36I2;2 = �16sin3x � 
os3x+ 12 ��14 sin x � 
os3x + 14I0;2� == �16sin3x � 
os3x� 18 sinx � 
os3x+ 18 Z 
os2x dx = �16sin3x � 
os3x� 18 sinx � 
os3x++18 Z 1 + 
os 2x2 dx = �16sin3x � 
os3x� 18 sin x � 
os3x + x16 + 132 sin 2x+ C:b) Apli
ând formula din Problema 6, b) obt�inem:I3 = Z dx(x2 + 4)3 = 18 � 2 � x(x2 + 4)2 + 14 � 34I2 = x16(x2 + 4)2 + 316 �18 � xx2 + 4+



Primitive. Integrale nede�nite 17+14 � 12I1� = x16(x2 + 4)2 + 3128 � xx2 + 4 + 3128 Z dxx2 + 4 = x16(x2 + 4)2 + 3x128(x2 + 4)++ 3256ar
tg x2 + C:8. Da
�a not�am 
u In = Z xneax sin bx dx , Kn = Z xneax 
os bx dx s�a se stabileas
�aformulele de re
urent��a:(n+ 1)In = xn+1eax sin bx� aIn+1 � bKn+1;(n+ 1)Kn = xn+1eax 
os bx + bIn+1 � aKn+1; n 6= �1:Rezolvare. Integr�am prin p�art�i:In = Z xneax sin bx dx = 1n+ 1 Z (xn+1)0eax sin bx dx = 1n+ 1xn+1eax sin bx�� 1n + 1 Z xn+1(aeax sin bx+beax 
os bx) dx = 1n+ 1xn+1eax sin bx� an + 1In+1� bn+ 1Kn+1.Obt�inem: (n+ 1)In = xn+1eax sin bx� aIn+1 � bKn+1; n 6= �1:În mod asem�an�ator avem:Kn = Z xneax 
os bx dx = 1n+ 1 Z (xn+1)0eax 
os bx dx = 1n + 1xn+1eax 
os bx�� 1n + 1 Z xn+1(aeax 
os bx�beax sin bx) dx = 1n + 1xn+1eax 
os bx� an + 1Kn+1+ bn+ 1In+1:De
i: (n+ 1)Kn = xn+1eax 
os bx + bIn+1 � aKn+1; n 6= �1:9. S�a se 
al
uleze integralele:a) Z x ar
sin xp1� x2 dx; x 2 (�1; 1); b) Z ar
sinx(1� x2)3=2 dx; x 2 (�1; 1);
) Z x2ar
tgx1 + x2 dx; x 2 IR; d) Z lnxx2p1 + x2 dx; x 2 (0;1); e) Z x3
h 2x dx; x 2 IR.Rezolvare. a) Avem:I = � Z (p1� x2)0 ar
sinx dx = �p1� x2 ar
sinx + Z p1� x2 � 1p1� x2 dx == �p1� x2 ar
sin x+ x + C:b) I = Z ar
sin x(1� x2)3=2 dx = Z  xp1� x2!0 � ar
sin x dx = xp1� x2 ar
sin x�� Z xp1� x2 � 1p1� x2 dx = xp1� x2 ar
sinx� Z x1� x2 dx = xp1� x2 ar
sinx++12 ln (1� x2) + C:Integrala se mai poate 
al
ula folosind s
himbarea de variabil�a: ar
sin x = y,y 2 (��=2; �=2) ) x = sin y; dx = 
os y dy: De
i:I = Z y(1� sin2y)3=2 � 
os y dy = Z y
os3y � 
os y dy = Z y
os2y dy = Z y � (tg y)0 dy == ytg y � Z tg y dy = ytg y + ln 
os y + C = ar
sin x � tg (ar
sinx) + ln 
os(ar
sinx) + C == xp1� x2 ar
sinx + 12 ln (1� x2) + C:



18 Capitolul 1
) I = Z (x2 + 1)ar
tgx1 + x2 dx�Z ar
tgx1 + x2 dx = Z ar
tg x dx�Z ar
tgx1 + x2 dx = xar
tgx�� Z x1 + x2 dx� Z (ar
tgx)0ar
tgx dx = xar
tgx� 12 ln (1 + x2)� 12(ar
tgx)2 + C:d) I = Z lnxx2p1 + x2 dx: Not�am 1x = y > 0 ) x = 1y ; dx = � 1y2 dy: De
i:I = Z ln 1y1y2q1 + 1y2  � 1y2! dy = Z y ln yp1 + y2 dy = Z (q1 + y2)0 ln y dy == p1 + y2 ln y � Z p1 + y2y dy = q1 + y2 ln y � Z dyyp1 + y2| {z }1=y=z � Z y2yp1 + y2 dy == p1 + y2 ln y � Z � 1z21zq1 + 1z2 dz �q1 + y2 = q1 + y2 ln y �q1 + y2 + Z dzpz2 + 1 == p1 + y2(ln y�1)+ln (z+pz2 + 1)+C = s1 + 1x2 �ln 1x � 1�+ln (x+px2 + 1)+C == �(ln x+ 1)p1 + x2x + ln (x+px2 + 1) + C:e) I = Z x3
h 2x dx = 12 Z x3(sh 2x)0 dx = 12x3sh 2x� 32 Z x2sh 2x dx = 12x3sh 2x��34 Z x2(
h 2x)0 dx = 12x3sh 2x� 34x2
h 2x+ 32 Z x 
h 2x dx = 12x3sh 2x� 34x2
h 2x++34 Z x(sh 2x)0 dx = 12x3sh 2x� 34x2
h 2x+ 34x sh 2x� 34 Z sh 2x dx = 12x3sh 2x��34x2
h 2x + 34x sh 2x� 38
h 2x+ C; 
h x = ex + e�x2 ; sh x = ex � e�x2 ; (sh x)0 = 
h x; (
h x)0 = sh x! :10. S�a se 
al
uleze integralele:a) Z 5x� 3x2 + 4x+ 6 dx; x 2 IR; b) Z 7x + 9(x2 + 2x+ 3)2 dx; x 2 IR;
) Z 2x2 � 6x3 + 2x2 � 3x dx; x 2 I; 0; 1;�3 62 I; d) x2 + 12x� 12x3(x� 2)2 dx; x 2 I; 0; 2 62 I;e) Z x9(x4 � 1)2 dx; x 2 I; �1 62 I; f) Z 2x3 � x2 � 1x2(x2 + 1)2 dx; x 2 I; 0 62 I.Rezolvare. a) I = Z 5x� 3x2 + 4x + 6 dx = 12 Z 5(2x+ 4)x2 + 4x + 6 dx� 13 Z dxx2 + 4x+ 6 == 52 ln (x2 + 4x+ 6)� 13 Z dx(x + 2)2 + 2 = 52 ln (x2 + 4x+ 6)� 13p2ar
tg x + 2p2 + C:b) I = Z 7x + 9(x2 + 2x+ 3)2 dx = 12 Z 7(2x+ 2)(x2 + 2x + 3)2 dx + 2 Z dx(x2 + 2x+ 3)2 == � 72(x2 + 2x+ 3) + 2 Z dx[(x+ 1)2 + 2℄2 .Notând x + 1 = y �̂n ultima integral�a, obt�inem:



Primitive. Integrale nede�nite 19I1 = Z dx[(x + 1)2 + 2℄2 = Z dy(y2 + 2)2 = 12 Z 2 + y2 � y2(y2 + 2)2 dy = 12 Z dyy2 + 2��12 Z y2(y2 + 2)2 dy = 12p2ar
tg yp2 + 14 Z y � 1y2 + 2!0 dy = 12p2ar
tg yp2 + 14y � 1y2 + 2��14 Z 1y2 + 2 dy = 12p2ar
tg yp2+ y4(y2 + 2)� 14p2ar
tg yp2 = 14p2ar
tg yp2+ y4(y2 + 2) == 14p2ar
tg x+ 1p2 + x + 14(x2 + 2x+ 3) + C:De
i: I = � 72(x2 + 2x + 3)+ 12p2ar
tg x + 1p2 + x+ 12(x2 + 2x+ 3)+C = x� 62(x2 + 2x+ 3)++ 12p2ar
tg x + 1p2 + C:
) I = Z 2x2 � 6x3 + 2x2 � 3x dx = Z 2x2 � 6x(x2 + 2x� 3) dx = Z 2x2 � 6x(x� 1)(x+ 3) dx:Des
ompunem fra
t�ia de sub semnul integral�a �̂n fra
t�ii simple:2x2 � 6x(x� 1)(x + 3) = Ax + Bx� 1 + Cx+ 3 )2x2�6 = Ax2+2Ax�3A+Bx2+3Bx+Cx2�Cx ) A+B+C = 2; 2A+3B�C == 0; �3A = �6:Rezult�a A = 2; B = �1; C = 1: De
i:I = 2 ln jxj � ln jx� 1j+ ln jx+ 3j+ C:d) I = Z x2 + 12x� 12x3(x� 2)2 dx: Avem:x2 + 12x� 12x3(x� 2)2 = Ax + Bx2 + Cx3 + Dx� 2 + E(x� 2)2 )x2 + 12x� 12 = Ax2(x� 2)2 +Bx(x� 2)2 + C(x� 2)2 +Dx3(x� 2) + Ex3 )x2+12x�12 = Ax4�4Ax3+4Ax2+Bx3�4Bx2+4Bx+Cx2�4Cx+4C+Dx4�2Dx3++Ex3 ) A+D = 0; �4A+B�2D+E = 0; 4A�4B+C = 1; 4B�4C = 12; 4C = �12:Obt�inem: A = 1; B = 0; C = �3; D = �1; E = 2: De
i:I = Z dxx � 3 Z dxx3 � Z dxx� 2 + 2 Z dx(x� 2)2 = ln jxj+ 32x2 � ln jx� 2j � 2x� 2 + C:e) I = Z x9(x4 � 1)2 dx = Z x9x8 � 2x4 + 1 dx:Efe
tu�am �̂mp�art�irea �si obt�inem:I = Z x dx+ Z 2x5 � x(x4 � 1)2 dx = x22 + Z 2(x5 � x)(x4 � 1)2 dx + Z x(x4 � 1)2 dx = x22 ++2 Z xx4 � 1 dx+ Z x(x4 � 1)2 dxx2=y= x22 + Z dyy2 � 1 + 12 Z dy(y2 � 1)2 = x22 + 12 ln �����y � 1y + 1 �����++12 Z 1� y2(y2 � 1)2 dy + 12 Z y2(y2 � 1)2 dy = x22 + 12 ln �����x2 � 1x2 + 1 ������ 12 Z dyy2 � 1�



20 Capitolul 1�14 Z y � 1y2 � 1!0 dy = x22 � 14 yy2 � 1 + 14 Z dyy2 � 1 + 14 ln �����x2 � 1x2 + 1 ����� = x22 + 38 ln �����x2 � 1x2 + 1 ������� x24(x4 � 1) + C:f) I = Z 2x3 � x2 � 1x2(x2 + 1)2 dx: Avem:2x3 � x2 � 1x2(x2 + 1)2 = Ax + Bx2 + Cx+Dx2 + 1 + Ex + F(x2 + 1)2 )Ax(x2 + 1)2 +B(x2 + 1)2 + (Cx +D)x2(x2 + 1) + (Ex+ F )x2 = 2x3 � x2 � 1 )Ax5 + 2Ax3 + Ax +Bx4 + 2Bx2 +B + Cx5 +Dx4 + Cx3 +Dx2 + Ex3 + Fx2 = 2x3��x2�1 ) A+C = 0; B+D = 0; 2A+C+E = 2; 2B+D+F = �1; A = 0; B = �1:Obt�inem: A = 0; B = �1; C = 0; D = 1; E = 2; F = 0: Rezult�a:I = � Z dxx2 + Z dxx2 + 1 + Z 2x dx(x2 + 1)2 = 1x + ar
tgx� 1x2 + 1 + C:11. S�a se 
al
uleze:a) Z 
os 3x � sin32x dx; x 2 IR; b) Z sin3x
os5x dx; x 2 ���2 ; �2� ;
) Z dx5 + 4 sinx; x 2 (��; �); d) Z sin2x1 + sin2x dx; x 2 IR;e) Z sinxsin x+ 
os x dx; x 2 ���4 ; 3�4 � ; f) Z dx2 sinx� 
os x+ 5 ; x 2 IR;g) Z 
os x � ln 
os x dx; x 2 ���2 ; �2�.Rezolvare. a) Not�am 
u I = Z 
os 3x � sin32x dx. Din formula sin 3x = 3 sinx��4sin3x rezult�a sin3x = 3 sinx� sin 3x4 , de
i: sin32x = 3 sin 2x� sin 6x4 . Rezult�a:I = 14 Z 
os 3x � (3 sin 2x� sin 6x) dx = 38 Z (sin 5x� sinx) dx� 18 Z (sin 9x+ sin 3x) dx == � 340 
os 5x + 38 
os x + 172 
os 9x+ 124 
os 3x+ C:b) Avem: I = Z sin3x
os5x = � Z (1� 
os2x)(
os x)0
os5x dx.Notând 
os x = y, obt�inem:I = � Z (1� y2) dyy5 = � Z dyy5 + Z dyy3 = 14y4 � 12y2 + C = 14
os4x � 12
os2x + C == 1� 2
os2x4
os4x + C:
) Not�am tg x2 = t. Atun
i: x = 2ar
tg t; dx = 21 + t2 dt: Din relat�ia sinx = 2t1 + t2 ;obt�inem:I = Z 21+t2 dt5 + 4 � 2t1+t2 = Z 2 dt5t2 + 8t+ 5 = 25 Z dtt2 + 85 t+ 1 = 25 Z dt�t+ 45�2 + 925 =



Primitive. Integrale nede�nite 21= 25 � 53ar
tg t + 4535 + C = 23ar
tg 5t+ 43 + C = 23ar
tg 5tg x2 + 43 + C:d) Fa
em s
himbarea de variabil�a tgx = t. Rezult�a x = ar
tg t, dx = 11 + t2 dt. Dinrelat�ia sin2x = tg2x1 + tg2x obt�inem:I = Z t21+t21 + t21+t2 � 11 + t2 dt = Z t2(1 + t2)(2t2 + 1) dt:Des
ompunem fra
t�ia de sub semnul integral�a de mai sus �̂n fra
t�ii simple:t2(1 + t2)(2t2 + 1) = At+Bt2 + 1 + Ct +D2t2 + 1 )2At3+2Bt2+At+B+Ct3+Dt2+Ct+D = t2 ) 2A+C = 0; 2B+D = 1; A+C == 0; B +D = 0:Rezult�a A = C = 0; B = 1; D = �1: De
i:I = Z dtt2 + 1 � Z dt2t2 + 1 = ar
tg t� 12 Z dtt2 + 12 = ar
tg t� 12 � p2 ar
tg tp2 + C == ar
tg (tgx)� 1p2ar
tg (p2 tgx) + C = x� 1p2ar
tg (p2 tgx) + C:e) I = Z sinxsinx + 
os x dx = Z tg x1 + tgx dx:Not�am tgx = t) x = ar
tg t; dx = 11 + t2 dt. De
i:I = Z t1 + t � 11 + t2 dt = Z t(1 + t)(1 + t2) dt:Avem: t(1 + t)(1 + t2) = At + 1 + Bt+ Ct2 + 1 ) A(t2 + 1) + (Bt+ C)(t + 1) = t:Rezult�a A+B = 0; C +B = 1; A + C = 0; de
i A = �12 ; B = 12 ; C = 12 :Obt�inem:I = �12 Z dtt+ 1 + 12 Z t+ 1t2 + 1 dt = �12 ln jt+ 1j+ 12ar
tg t+ 14 ln (t2 + 1) + C == �12 ln jtgx + 1j+ 14 ln (tg2x+ 1) + 12x + C:f) Not�am tg x2 = t ) x = 2ar
tg t; dx = 21 + t2 dt: Folosind formulele sinx = 2t1 + t2 ,
os x = 1� t21 + t2 rezult�a:I = Z 21+t2 dt2 � 2t1+t2 � 1�t21+t2 + 5 = Z 2 dt4t� 1 + t2 + 5 + 5t2 = Z dt3t2 + 2t+ 2 == 13 Z dtt2 + 23 t+ 23 = 13 Z dt�t+ 13�2 + 59 = 13 � 3p5ar
tg t+ 13p53 + C = 1p5ar
tg 3t+ 1p5 ++C = 1p5ar
tg 3tg x2 + 1p5 + C:



22 Capitolul 1g) I = Z 
os x � ln 
os x dx = Z (sinx)0 � ln 
os x dx = sin x � ln 
os x + Z sin2x
os x dx == sin x � ln 
os x + Z 1� 
os2x
os x dx = sin x � ln 
os x + Z dx
os x � sinx:Integrala I1 = Z dx
os x o 
al
ul�am notând tg x2 = t: Obt�inem:I1 = Z 21+t21�t21+t2 dt = �2 Z dtt2 � 1 = � ln ����t� 1t + 1 ����+ C = � ln �����tg x2 � 1tg x2 + 1 �����+ C == ln �����tg x2 + 1tg x2 � 1 �����+ C = ln tg �x2 + �4�+ C:De
i I = sinx � ln 
os x+ ln tg �x2 + �4�� sin x+ C:12. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale binome:a) Z x5 � 3q(1 + x3)2 dx; x 2 IR; b) Z 3q1 + 4pxpx dx; x 2 (0;1);
) Z px3 + x4 dx; x 2 (0;1); d) Z 1x4 � p1 + x2 dx; x 2 (0;1);e) Z x2px2 + 4 dx; x 2 IR; f) Z dxx � 3px2 + 1 ; x 2 (a; b); 0 62 (a; b):Rezolvare. a) Avem m = 5; n = 3; p = 23 . Deoare
e m + 1n = 63 = 2 2 Z fa
emsubstitut�ia x3 + 1 = t3, de unde rezult�a x = 3pt3 � 1 �si 3x2 dx = 3t2 dt: Obt�inem:I = Z x3 � x2 3q(1 + x3)2 dx = Z (t3 � 1)t2 � 3pt6 dt = Z t4(t3 � 1) dt = t88 � t55 + C == 18(x3 + 1)8=3 � 15(x3 + 1)5=3 + C:b) Avem m = �12 ; n = 14 ; p = 13. Deoare
e m + 1n = 2 2 Z not�am x1=4 + 1 = t3 )x = (t3 � 1)4; dx = 12t2(t3 � 1)3 dt. Rezult�a:I = Z t(t3 � 1)212t2(t3�1)3 dt = 12 Z (t6�t3) dt = 127 t7�3t4+C = 127 �x1=4 + 1�7=3��3 �x1=4 + 1�4=3 + C = 37 �x1=4 + 1�4=3 (4x1=4 � 3) + C = 37(x1=4 + 1)1=3(4x1=2 + 4x1=4��3x1=4 � 3) + C = 37 3q1 + 4px (4px+ 4px� 3) + C:
) I = Z px3 + x4 dx = Z x3=2 � p1 + x dx. Avem m = 32 ; n = 1; p = 12. Deoare
em+ 1n = 52 ; m+ 1n + p = 3 2 Z fa
em substitut�ia 1 + 1x = t2 ) x = 1t2 � 1 ; dx == �2t(t2 � 1)2 dt: De
i:I = Z 1(t2 � 1)3=2 �s1 + 1t2 � 1 � �2t(t2 � 1)2 dt = Z �2t2(t2 � 1)4 dt = 13 Z �6t(t2 � 1)4 � t dt == 13 Z  1(t2 � 1)3!0 � t dt = 13 t(t2 � 1)3 � 13 Z dt(t2 � 1)3 = t3(t2 � 1)3 � 13 Z 1� t2(t2 � 1)3 dt�



Primitive. Integrale nede�nite 23�13 Z t2(t2 � 1)3 dt = t3(t2 � 1)3 + 13 Z dt(t2 � 1)2 + 112 Z �4t(t2 � 1)3 � t dt = t3(t2 � 1)3++13 Z dt(t2 � 1)2 + 112 Z  1(t2 � 1)2!0 � t dt = t3(t2 � 1)3 + 13 Z dt(t2 � 1)2 + t12(t2 � 1)2�� 112 Z dt(t2 � 1)2 dt = t3(t2 � 1)3 + t12(t2 � 1)2 + 14 Z dt(t2 � 1)2 = t3(t2 � 1)3 + t12(t2 � 1)2++14 Z 1� t2(t2 � 1)2 dt+ 14 Z t2 dt(t2 � 1)2 = t3(t2 � 1)3 + t12(t2 � 1)2 � 14 Z dtt2 � 1��18 Z � 1t2 � 1�0 � t dt = t3(t2 � 1)3 + t12(t2 � 1)2 � 14 Z dtt2 � 1 � t8(t2 � 1) + 18 Z dtt2 � 1 == t3(t2 � 1)3 + t12(t2 � 1)2 � t8(t2 � 1) � 116 ln ����t� 1t+ 1 ����+ C = qx+1x3 1x3 + qx+1x12 1x2 � qx+1x8 1x �� 116 ln ������qx+1x � 1qx+1x + 1 ������+ C = sx + 1x  x33 + x212 � x8!� 116 ln �����px + 1�pxpx + 1 +px �����+ C == sx+ 1x  x33 + 4x212 � 3x212 � x8!+ 116 ln (px + 1 +px)� 116 ln (px+ 1�px) + C == x23 (x+1)sx+ 1x � 18x(2x+1)sx + 1x + 116 ln (px + 1+px)+ 116(px+ 1+px)+C == 13q(x2 + x)3 � 18(2x+ 1)px2 + x+ 18 ln (px+ 1 +px) + C:d) Avem m = �4; n = 2; p = �12. Deoare
e m + 1n = �32 ; iar m+ 1n + p = �2 2 Zfa
em s
himbarea de variabil�a 1 + 1x2 = t2 ) x2 = 1t2 � 1 ; x = 1pt2 � 1 ; dx == �t(t2 � 1)3=2 dt: Obt�inem:I = Z �t(t2 � 1)3=2 (t2 � 1)2 1q1 + 1t2�1 dt = Z �t(t2 � 1)5=2t(t2 � 1)3=2 dt = � Z (t2 � 1) dt == �t33 + t+ C = �13 �1 + 1x2�3=2 + �1 + 1x2�1=2 + C = �13 (x2 + 1)3=2x3 + (x2 + 1)1=2x + C:e) Ai
i m = 2; n = 2; p = 12 ; m + 1n = 32, iar m + 1n +p = 2 2 Z: Not�am 1 + 4x�2 == t2 ) x2 = 4t2 � 1 ; x = 2pt2 � 1 ; dx = �2t(t2 � 1)3=2 dt. De
i:I = Z 4t2 � 1 �s 4t2 � 1 + 4 � �2t(t2 � 1)3=2 dt = �16 Z t2(t2 � 1)3 dt = 4 Z  1(t2 � 1)2!0 � t dt == 4t(t2 � 1)2 � 4 Z dt(t2 � 1)2 = 4t(t2 � 1)2 � 4 Z 1� t2(t2 � 1)2 dt� 4 Z t2(t2 � 1)2 dt = 4t(t2 � 1)2++4 Z dtt2 � 1 + 2 Z � 1t2 � 1�0 � t dt = 4t(t2 � 1)2 + 4 Z dtt2 � 1 + 2tt2 � 1 � 2 Z dtt2 � 1 =



24 Capitolul 1= 4t(t2 � 1)2 + 2tt2 � 1 + ln ����t� 1t+ 1 ����+ C = 4q1 + 4x2� 4x2�2 + 2q1 + 4x24x2 + ln ������q1 + 4x2 � 1q1 + 4x2 + 1 ������+ C == 14x3px2 + 4 + 12xpx2 + 4 + ln px2 + 4� xpx2 + 4 + x + C = 14x3px2 + 4 + 12xpx2 + 4 + ln 4��2 ln (px2 + 4 + x) + C = 14x3px2 + 4 + 12xpx2 + 4� 2 ln (px2 + 4 + x) + C = 14(x3++2x)px2 + 4� 2 ln (px2 + 4 + x) + C:f) Avem m = �1; n = 2; p = �13 ; m + 1n = 0 2 Z: Not�am x2 + 1 = t3 ) x =pt3 � 1, dx = 3t22pt3 � 1 dt. Rezult�a:I = Z 3t22pt3 � 1 � 1pt3 � 1 � t dt = 32 Z tt3 � 1 dt:Des
ompunem fra
t�ia tt3 � 1 �̂n fra
t�ii simple:tt3 � 1 = At� 1 + Bt+ Ct2 + t+ 1 ) At2 + At + A+Bt2 + Ct� Bt� C = t )A+B = 0; A+ C �B = 1; A� C = 0:Obt�inem A = 13 ; B = �13 ; C = 13 : De
i:I = 12 Z dtt� 1 � 12 Z t� 1t2 + t+ 1 dt = 12 ln jt� 1j � 14 Z 2t+ 1t2 + t+ 1 dt++34 Z dtt2 + t + 1 = 12 ln jt� 1j � 14 ln (t2 + t+ 1) + 34 Z dt�t+ 12�2 + 34 = 12 ln jt� 1j��14 ln (t2 + t + 1) + 34 � 2p3ar
tg t + 12p32 + C = 12 ln ( 3px2 + 1� 1)� 14 ln ( 3q(x2 + 1)2++ 3px2 + 1 + 1) + 32p3ar
tg  2 3px2 + 1� 1p3 !+ C = 14 ln ( 3px2 + 1� 1)23q(x2 + 1)2 + 3px2 + 1 + 1++ 32p3ar
tg 2 3px2 + 1� 1p3 + C = 14 ln ( 3px2 + 1� 1)3(x2 + 1)� 1 + 32p3ar
tg 2 3px2 + 1� 1p3 + C == 12 ln ( 3px2 + 1� 1)3=2jxj + p32 ar
tg 2 3px2 + 1� 1p3 + C:13. S�a se 
al
uleze integralele:a) Z s1� x1 + x � dxx ; x 2 (�1; 1); b) Z xp2 + 2x� x2 dx; x 2 I; 1�p3 62 I;
) Z x2 dxp4� x2 ; x 2 (�2; 2); d) Z dxxpx2 � 5x+ 4 ; x 2 (4;1);e) Z dx(1 + x)p1 + x + x2 ; x 2 I; �1 62 I; f) Z dx(x2 + 1)p1� x2 ; x 2 (�1; 1);g) Z dx(2x� 3)p4x� x2 ; x 2 (a; b) � (0; 4); 32 62 (a; b); h) Z dxx�px2 � x + 1 ; x 22 (a; b); 1 62 (a; b):



Primitive. Integrale nede�nite 25Rezolvare. a) Not�am s1� x1 + x = t ) x = 1� t2t2 + 1 ; dx = �4t(t2 + 1)2 dt: De
i:I = Z t � t2 + 11� t2 � �4t(t2 + 1)2 dt = 4 Z t2(t2 + 1)(t2 � 1) dt:Avem: t2(t2 + 1)(t2 � 1) = At+ 1 + Bt� 1 + Ct+Dt2 + 1 )A(t� 1)(t2 + 1) +B(t+ 1)(t2 + 1) + (Ct +D)(t2 � 1) = t2 )At3 � At2 + At� A+Bt3 +Bt2 +Bt+B + Ct3 +Dt2 � Ct�D = t2 )A+B + C = 0; �A+B +D = 1; A +B � C = 0; �A +B �D = 0:Obt�inem: A = �14 ; B = 14 ; C = 0; D = 12 : De
i:I = � Z dtt+ 1 + Z dtt� 1 + 2 Z dtt2 + 1 = ln ����t� 1t+ 1 ����+ 2ar
tg t+ C == ln ������q1�x1+x � 1q1�x1+x + 1 ������+ 2ar
tgs1� x1 + x + C = ln �����p1� x�p1 + xp1� x +p1 + x �����+ 2ar
tgs1� x1 + x + C:b) I = Z x � p2 + 2x� x2 dx = Z x �q3� (x� 1)2 dx: Notând x� 1 = y obt�inem:I = Z (y + 1)q3� y2 dy = Z yq3� y2 dy + Z q3� y2 dy| {z }I1 = �12 Z (3� y2)0q3� y2 dy++I1 = �13(3� y2)3=2 + I1:Apoi: I1 = Z q3� y2 dy = Z 3p3� y2 dy � Z y2p3� y2 dy = 3 ar
sin yp3++ Z �q3� y2�0 y dy = 3 ar
sin yp3 + yq3� y2 � Z q3� y2 dy;de unde rezult�a: I1 = 32 ar
sin yp3 + y2q3� y2 + C: De
i:I = �13(3� y2)3=2 + 32 ar
sin yp3 + y2q3� y2 + C = �13(2 + 2x�x2)3=2 + 32 ar
sin x� 1p3 ++x� 12 p2 + 2x� x2 + C = 16(2x2 � x� 7)p2 + 2x� x2 + 32 ar
sin x� 1p3 + C:
) Fa
em s
himbarea de variabil�a x = 2 sin t) dx = 2 
os t dt:Obt�inem:I = Z 4sin2t2 
os t � 2 
os t dt = 2 Z (1� 
os 2t) dt = 2t� sin 2t+ C = 2 ar
sin x2��12xp4� x2 + C:d) Not�am sx� 1x� 4 = t ) px2 � 5x+ 4 = t(x � 4); x = 4t2 � 1t2 � 1 ; dx = �6t(t2 � 1)2 dt:De
i:I = Z �6t(t2�1)24t2�1t2�1 � t �4t2�1t2�1 � 4� dt = Z �63(4t2 � 1) dt = �12 Z dtt2 � 14 = �12 ln �����t� 12t + 12 �����+



26 Capitolul 1+C = �12 ln ������2qx�1x�4 � 12qx�1x�4 + 1 ������+ C = 12 ln 2px� 1 +px� 42px� 1�px� 4 + C.e) Fa
em s
himbarea de variabil�a p1 + x + x2 = x + t) x = 1� t22t� 1 ; dx == �2t2 + 2t� 2(2t� 1)2 dt: Obt�inem:I = Z �2t2 + 2t� 2(2t� 1)2 � 1�1 + �t2+12t�1 � �t + �t2+12t�1 � dt = Z �2t2 + 2t� 2(�t2 + 2t)(t2 � t + 1) dt == 2 Z t2 � t + 1t(t� 2)(t2 � t+ 1) dt = 2 Z dtt(t� 2) = � Z dtt +Z dtt� 2 = � ln jtj+ln jt�2j+C == ln ����t� 2t ����+ C = ln �����p1 + x + x2 � x� 2p1 + x+ x2 � x �����+ C:f) Not�am s1� x1 + x = t)p1� x2 = t(1 + x); x = 1� t21 + t2 ; dx = �4t dt(1 + t2)2 . Rezult�a:I = Z �4t(t2 + 1)2 � 1��1�t21+t2�2 + 1� t �1 + 1�t21+t2� dt = Z �4(1 + t2)2(2t4 + 2) = � Z t2 + 1t4 + 1 dt:Des
ompunem fra
t�ia rat�ional�a de mai sus �̂n fra
t�ii simple:t2 + 1t4 + 1 = At+Bt2 + tp2 + 1 + Ct +Dt2 � tp2 + 1 )At3+Bt2�At2p2�Btp2+At+B+Ct3+Dt2+Ct2p2+Dtp2+Ct+D = t2+1)A+ C = 0; B � Ap2 +D + Cp2 = 1; �Bp2 + A+Dp2 + C = 0; B +D = 1:Obt�inem A = C = 0; B = D = 12. De
i:I = �12 Z dtt2 + tp2 + 1 � 12 Z dtt2 � tp2 + 1 = �12 Z dt�t2 + tp2 + 12�+ 12��12 Z dt�t2 � tp2 + 12�+ 12 = �p22 ar
tg t + p22p22 � p22 ar
tg t� p22p22 + C == � 1p2ar
tg (tp2 + 1)� 1p2ar
tg (tp2� 1) + C = � 1p2ar
tg 0�s2(1� x)1 + x + 11A�� 1p2ar
tg 0�s2(1� x)1 + x � 11A+ C:g) Fa
em s
himbarea de variabil�a: r x4� x = t) qx(4� x) = t(4� x); x = 4t21 + t2 ;dx = 8t(1 + t2)2 dt: Obt�inem:I = Z 8t(1 + t2)2 � 1�2 4t21+t2 � 3� t �4� 4t21+t2 � dt = 2 Z dt5t2 � 3 = 25 Z dtt2 � 35 =



Primitive. Integrale nede�nite 27= 25 � p52p3 ln ������t� p3p5t+ p3p5 ������+ C = 1p15 ln �������q x4�x �q35q x4�x +q35 �������+ C = 1p15 ln ������� x4�x � 35x4�x + 35 + 2q35q x4�x �������++C = 1p15 ln ������ 8x� 122x + 12 + 2p15qx(4� x) ������+ C = 1p15 ln ����� 4x� 6x+ 6 +p60x� 15x2 �����+ C:h) Not�am px2 � x+ 1 = x� t) x = t2 � 12t� 1 ; dx = 2(t2 � t + 1)(2t� 1)2 dt: Obt�inem:I = Z 2(t2 � t+ 1)(2t� 1)2t dt:Des
ompunem fra
t�ia de mai sus �̂n fra
t�ii simple:t2 � t+ 1(2t� 1)2t = At + B2t� 1 + C(2t� 1)2 ) A(2t� 1)2 +Bt(2t� 1) +Ct = t2 � t+ 1)4At2�4At+A+2Bt2�Bt+Ct = t2� t+1) 4A+2B = 1; �4A�B+C = �1; A = 1:Rezult�a A = 1; B = �32 ; C = 32. De
i:I = 2 Z dtt � 3 Z dt2t� 1 + 3 Z dt(2t� 1)2 = 2 ln jtj � 32 ln j2t� 1j � 32(2t� 1) + C == 2 ln jpx2 � x + 1� xj � 32 ln j2x� 1� 2px2 � x + 1j � 32(2x� 1� 2px2 � x + 1) + C:14. Folosind substitut�ii hiperboli
e (x = 
h t; x = sh t; : : :) s�a se 
al
uleze:a) Z dxx2px2 � 1 ; x 2 (1;1); b) Z dxx2px2 + 4 ; x 2 (0;1); 
) Z px2 � 1x2 dx; x 22 (1;1):Rezolvare. a) Fa
em substitut�ia x = 
h t) dx = sh t dt; x2 � 1 = 
h2t� 1 = sh2t:De
i:I = Z sh t dt
h2t � sh t = Z dt
h2t = th t+ C = sh t
h t + C = q
h2t� 1
h t + C = px2 � 1x + C; th t = sh t
h t!.b) Not�am x = 2sh t) dx = 2
h t dt; x2 + 4 = 4sh2t + 4 = 4
h2t: Rezult�a:I = Z 2
h t dt4sh2t � 2
h t = 14 Z dtsh2t = �14
th t + C = � 
h t4sh t + C = �q1 + sh2t4sh t + C == �q1 + x244x2 + C = �px2 + 44x + C;  
th t = 
h tsh t!.
) Not�am x = 
h t) dx = sh t dt; x2 � 1 = sh2t: De
i:I = Z sh t � sh t dt
h2t = Z th2t dt = Z sh2t
h2t dt = Z 
h2t� 1
h2t dt = t� th t+ C == ln (x+px2 � 1)� px2 � 1x + C; (t = ln (x+px2 � 1)):15. S�a se 
al
uleze integrala:I = Z 1� a21 + a2 + 2a sinx dx; x 2 ���2 ; �2� ; a 2 IR n f�1g:



28 Capitolul 1Rezolvare. Fa
em s
himbarea de variabil�a tg x2 = t) x = 2ar
tg t; dx = 21 + t2 dt;sinx = 2t1 + t2 . De
i:I = Z 1� a21 + a2 + 4at1+t2 � 21 + t2 dt = Z 2(1� a2)(1 + a2)t2 + 4at+ (1 + a2) dt == 2(1� a2)1 + a2 Z dtt2 + 4a1+a2 t + 4a2(1+a2)2 + �1� 4a2(1+a2)2� = 2(1� a2)1 + a2 Z dt�t+ 2a1+a2�2 + �1�a21+a2�2 == 2(1� a2)1 + a2 � 1 + a21� a2ar
tg t+ 2a1+a21�a21+a2 + C = 2ar
tg(1 + a2)tg x2 + 2a1� a2 + C:16. S�a se 
al
uleze integrala:I = Z xeax sinmx sinnx; a;m; n 2 IR:Rezolvare. Transform�am produsul sinmx sinnx �̂n diferent��a de 
osinusuri:sinmx sinnx = 12[
os (m� n)x� 
os (m + n)x℄.Atun
i: I = 12 Z xeax[
os (m� n)x� 
os (m+ n)x℄ == 12 Z xeax 
os (m� n)x dx| {z }I1 � 12 Z xeax 
os (m+ n)x dx| {z }I2 = I1 � I2.Cal
ul�am integrala: J = Z xeax 
os bx dx = xaeax 
os bx� 1a Z (
os bx� bx sin bx)eax dx == xaeax 
os bx� 1a Z eax 
os bx dx+ ba Z xeax sin bx dx = xaeax 
os bx� 1a Z eax 
os bx dx++ ba2xeax sin bx� ba2 Z eax(sin bx + bx 
os bx) dx = xaeax 
os bx + ba2xeax sin bx��1a Z eax 
os bx dx� ba2 Z eax sin bx dx� b2a2 Z xeax 
os bx dx| {z }J :De
i: J = a2a2 + b2 "xaeax 
os bx + ba2xeax sin bx#�� aa2 + b2 Z eax 
os bx dx| {z }I3 � ba2 + b2 Z eax sin bx dx| {z }I4 ; a2 + b2 6= 0:Avem: I3 = Z eax 
os bx dx = 1aeax 
os bx+ ba Z eax sin bx dx = 1aeax 
os bx+ ba2 eax sin bx�� b2a2 Z eax 
os bx dx| {z }I3 ; de unde rezult�a: I3 = a2a2 + b2  1aeax 
os bx + ba2 eax sin bx! :Apoi: I4 = Z eax sin bx dx = 1aeax sin bx� ba Z eax 
os bx dx = 1aeax sin bx� ba2 eax 
os bx�� b2a2 Z eax sin bx dx| {z }I4 ; de unde rezult�a: I4 = a2a2 + b2  1aeax sin bx� ba2 eax 
os bx! :



Primitive. Integrale nede�nite 29De
i: J = axa2 + b2 eax 
os bx+ bxa2 + b2 eax sin bx� a3(a2 + b2)2  1aeax 
os bx + ba2 eax sin bx!�� a2b(a2 + b2)2  1aeax sin bx� ba2 eax 
os bx! = axa2 + b2 eax 
os bx + bxa2 + b2 eax sin bx++eax 
os bx � a2(a2 + b2)2 + b2(a2 + b2)2!+ eax sin bx � ab(a2 + b2)2 � ab(a2 + b2)2! == xeaxa2 + b2 (b sin bx + a 
os bx)� a2 � b2(a2 + b2)2 eax 
os bx� 2ab(a2 + b2)2 eax sin bx:Obt�inem �̂n �nal pentru I:I = xeax2[a2 + (m� n)2℄ [(m�n) sin (m�n)x+a 
os (m�n)x℄� a2 � (m� n)22[a2 + (m� n)2℄2 eax 
os (m��n)x� a(m� n)[a2 + (m� n)2℄2 eax sin (m�n)x� xeax2[a2 + (m+ n)2℄ [(m+n) sin (m+n)x+a 
os (m++n)x℄ + a2 � (m� n)22[a2 + (m� n)2℄2 eax 
os (m+ n)x + a(m+ n)[a2 + (m + n)2℄2 eax sin (m + n)x:17. S�a se apli
e substitut�ia t = x + ax + b pentru 
al
ularea integralei:I = Z dx(x+ a)m(x + b)n ; m; n 2 IN:S�a se 
al
uleze apoi, folosind a
east�a substitut�ie:I1 = Z dx(x� 2)2(x + 3)3 .Rezolvare. Pentru t = x + ax + b ) x = tb� a1� t ; dx = b� a(t� 1)2 dt: Obt�inem:I = Z b� a(t� 1)2 � (1� t)mtm(b� a)m � (1� t)n(b� a)n = 1(b� a)m+n�1 Z (1� t)m+n�2tm dt:Pentru m = 2; n = 3; a = �2; b = 3 rezult�a t = x� 2x+ 3. Dedu
em astfel:I1 = Z dx(x� 2)2(x+ 3)3 = 154 Z (1� t)3t2 dt = � 154 Z t3 � 3t2 + 3t� 1t2 dt = � 154  t22��3t + 3 ln jtj+ 1t�+ C = 1625 "�12 �x� 2x + 3�2 + 3(x� 2)x + 3 � 3 ln ����x� 2x + 3 ����� x + 3x� 2#+ C:18. S�a se 
al
uleze integrala: I = Z sinxp2 + sin 2x dx; x 2 �0; �2� :Rezolvare. Not�am tgx = t; x = ar
tg t; dx = dt1 + t2 ; sin x = tp1 + t2 ; sin 2x == 2t1 + t2 . Rezult�a:I = Z tp1 + t2 � 1q2 + 2t1+t2 � dt1 + t2 = 1p2 Z t dt(1 + t2)pt2 + t + 1.Not�am pt2 + t + 1 = t+ y ) t = 1� y22y � 1 ; dt = �2(y2 � y + 1)(2y � 1)2 dy. Avem:



30 Capitolul 1I = 1p2 Z 1� y22y � 1 � 11 + (1�y2)2(2y�1)2 � 1y + 1�y22y�1 � �2(y2 � y + 1)(2y � 1)2 dy == p2 Z y2 � 1(y4 + 2y2 � 4y + 2) dy:Des
ompunem fra
t�ia de sub semnul integral�a �̂n fra
t�ii simple:y2 � 1y4 + 2y2 � 4y + 2 = y2 � 1(y2 + 2)2 � 2(y + 1)2 = y2 � 1(y2 +p2y + 2 +p2)(y2 �p2y + 2�p2) == Ay +By2 +p2y + 2 +p2 + Cy +Dy2 �p2y + 2�p2 )Ay3 +By2 �p2Ay2 �p2By + (2�p2)Ay +B(2�p2) + Cy3 +Dy2 + Cp2y2++Dp2y + Cy(2 +p2) +D(2 +p2) = y2 � 1 ) A+ C = 0; B �p2A +D + Cp2 == 1; �Bp2 + (2�p2)A+Dp2 + C(2 +p2) = 0; B(2�p2) +D(2 +p2) = �1:Rezult�a A = � 12p2 ; B = 12p2 ; C = 12p2 ; D = � 12p2. Obt�inem:I = p2 "� 12p2 Z y � 1y2 +p2y + 2 +p2 dy + 12p2 Z y � 1y2 �p2y + 2�p2 dy# == �14 Z 2y +p2�p2� 2y2 +p2y + 2 +p2 dy + 14 Z 2y �p2 +p2� 2y2 �p2y + 2�p2 dy == �14 ln (y2 +p2y + 2 +p2) + p2 + 24 Z dy�y2 + 2p22 y + 12�+p2 + 32 ++14 ln (y2 �p2y + 2�p2) + p2� 24 Z dy�y2 � 2p22 y + 12��p2 + 32 ==�14ln y2+p2y+2+p2y2�p2y+2�p2 +p2 + 24 � p2p2 + 1ar
tg y + 1p21+p2p2 � 2�p24 � p2p2� 1ar
tg y � 1p2p2�1p2 ++C = �14 ln y2 +p2y + 2 +p2y2 �p2y + 2�p2 + 12ar
tg yp2 + 11 +p2 � 12ar
tg yp2� 1p2� 1 + C == �14 ln y2 +p2y + 2 +p2y2 �p2y + 2�p2 + 12ar
tg yp2+11+p2 � yp2�1p2�11 + 2y2�11 + C = �14 ln y2 +p2y + 2 +p2y2 �p2y + 2�p2++12ar
tg p2(1� y)y2 + C = �14 ln [(y2 + 2) +p2y +p2℄2(y2 + 2)2 � 2(y + 1)2 + 12ar
tg(1� y)p2y2 + C == �12 ln (y2 +p2y + 2 +p2) + 14 ln (y4 + 2y2 � 4y + 2) + 12ar
tg (1� y)p2y2 + C == �12 ln h(pt2 + t+ 1�t)2+p2(pt2 + t+ 1�t) + 2 +p2i+ 14 lnnh2(pt2 + t + 1�t)��1℄2 (1 + t2)o+ 12ar
tg (�pt2 + t + 1 + t+ 1)p2t2 + t+ 1 + t2 � 2tpt2 + t+ 1 + C == �12 ln 2t2 + (1�p2)t� 2tpt2 + t+ 1 +p2pt2 + t+ 1 + 3 +p2(2pt2 + t+ 1� 2t� 1)pt2 + 1 +



Primitive. Integrale nede�nite 31+12ar
tg (t+ 1�pt2 + t+ 1)p22t2 + t+ 1� 2tpt2 + t + 1 + C == �12 ln8<:h2sin2x + (1�p2) sinx 
os x� 2 sinxp1 + sinx 
os xi (p2� 1)h2p1 + sin x 
os x� 2 sinx� 
os xi (p2� 1) ++hp2 
os xp1 + sin x 
os x+ (3 +p2)
os2xi (p2� 1)h2p1 + sinx 
os x� 2 sinx� 
os xi (p2� 1) 9=;++12ar
tg (sinx + 
os x�p1 + sin x 
os x)p2 
os x2sin2x + sinx 
os x + 
os2x� 2 sinxp1 + sin x 
os x + C == �12 ln sin x+ 
os x+p2 + sin 2xp2� 1 + 12  ar
sin sin x� 
os xp3 + ar
tg p22 !+ C == �12 ln (sin x+ 
os x+p2 + sin 2x) + 12 ar
sin sin x� 
os xp3 + C:PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE19. S�a se arate 
�a urm�atoarea fun
t�ie are o primitiv�a pe IR:f : IR! IR; f(x) = 8><>: e�1=x2 
os 1x; da
�a x 6= 0;0; da
�a x = 0:20. S�a se arate 
�a urm�atoarele fun
t�ii nu admit primitive pe IR:a) f : IR! IR; f(x) = 8><>: x; da
�a x � 0;sin 1x � 1x 
os 1x; da
�a x > 0:b) f : IR! IR; f(x) = 8><>: 
os 1x; da
�a x 6= 0;1; da
�a x = 0:
) f : IR! IR; f(x) = 8><>: 
os2 1x; da
�a x 6= 0;0; da
�a x = 0:21. S�a se stabileas
�a formulele de re
urent��a pentru urm�atoarele integrale:a) In = Z xn � pax2 + b dx; x 2 I; ax2 + b > 0; n 2 IN; n � 2;b) In = Z xn sin ax dx; x 2 IR; n 2 IN ; 
) In = Z xn 
os ax dx; x 2 IR; n 2 IN ;d) In = Z eaxsinnbx; x 2 IR; n 2 IN ; e) In = Z eax
osnbx; x 2 IR; n 2 IN ;f) In = Z dx(ax2 + bx + 
)n ; a 6= 0; x 2 I; ax2+bx+
 6= 0; � = b2�4a
 6= 0; n 2 IN ;g) In = Z dxsinnx; x 2 I; sinx 6= 0; n 2 IN; n � 2;



32 Capitolul 1h) Jm;n = Z sinmx
osnx dx; x 2 I; 
os x 6= 0; m; n 2 IN ;i) Km;n = Z dxsinmx � 
osnx; x 2 I; sin x; 
os x 6= 0; m; n 2 IN:22. S�a se 
al
uleze integralele:a) Z xar
tg xp1� x2 dx; x 2 (�1; 1); b) Z xear
sin xp1� x2 dx; x 2 (�1; 1);
) Z xear
tgxq(1 + x2)3 dx; x 2 IR; d) Z ear
tgx(1 + x2)3=2 dx; x 2 IR;e) Z ln (x +p1 + x2) dx; x 2 IR; f) Z x2ex sinx dx; x 2 IR:23. S�a se 
al
uleze integralele:a) Z dxx4 + 1 ; x 2 IR; b) Z 4x2 + 7x + 5(x + 1)3(x� 1) dx; x 2 I; �1; 1 62 I;
) Z dxx(x2 + 1)2 ; x 2 (0;1); d) Z x2 + 3x3 � x dx; x 2 I; 0; 1;�1 62 I;e) Z 3x(x + 1)(x2 + 1)2 dx; x 2 I; �1 62 I; f) Z x2 + 3x5(x2 � 1) dx; x 2 I; 0; 1;�1 62 I;g) Z (x+ 1)4(x2 + 2x+ 2)2 dx; x 2 IR; h) Z dxx4 + x2 + 1 x 2 IR;i) Z (x2 + x + 1)(x� 1)3(x2 � x+ 1)2 dx; x 2 (�1; 1); j) Z x2 + 1x4 + 1 dx; x 2 (1;1):24. S�a se 
al
uleze integralele:a) Z sin23x � 
os2x dx; x 2 IR; b) Z sin6x dx; x 2 IR;
) Z x sin x
os3x dx; x 2 �0; �2� ; d) Z dx1 + tgx; x 2 ���4 ; �2� ;e) Z dx(sin x+ 
os x)2 ; x 2 ���4 ; �2� ; f) Z dxa + b 
os x; x 2 I � (��; �); a++b 
os x 6= 0; a 6= �b;g) Z xtg2x dx; x 2 ���2 ; �2� ; h) Z dx(2 + 
os x) sin x; x 2 (0; �);i) Z sin2x 
os xsinx + 
os x dx; x 2 ���4 ; �2� ; j) Z 
os xsin3x+ 
os3x dx; x 2 ���4 ; �2� ;k) Z dxsin x
os3x; x 2 �0; �2� ; l) Z dxsin4x + 
os4x; x 2 ���4 ; �4� :25. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale binome:a) Z dxx2(1 + x2)3=2 ; x 2 (0;1); b) Z 3q1 + 4px dx; x 2 (0;1);
) Z dx4p1 + x4 ; x 2 (0;1); d) Z dxpx+ 3px; x 2 (0;1);e) Z dxx5px2 � 1 ; x 2 (1;1); f) Z xq1 + 3px2 dx; x 2 IR;



Integrale de�nite 33g) Z x2px2 + 4 dx; x 2 (0;1); h) Z dxx 3px2 + 1 ; x 2 (a; b); 0 62 (a; b):26. S�a se 
al
uleze integralele:a) Z dx1 +px2 + 2x+ 2 ; x 2 (�1;1); b) Z 1 + xp�x2 + 4x+ 5 dx; x 2 (�1; 5);
) Z dx(x� 1)px2 + 2x� 3 ; x 2 (1;1); d) Z dx(x� 2)p1� x2 ; x 2 (�1; 1);e) Z x2px2 � x + 1 dx; x 2 IR; f) Z dx(x + 1)3px2 + 2x; x 2 (0;1);g) Z a2 � 2x2pa2 � x2 dx; x 2 (�a; a); a > 0; h) Z dxx�px2 + 2x+ 4 ; x 2 IR:27. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale:a) Z 2tgx + 3sin2x + 2
os2x dx; x 2 ���2 ; �2� ; b) Z dx
os4x � sin2x; x 2 �0; �2� ;
) Z 2sin2x+ 3
os2xsin x� 
os x dx; x 2 ���4 ; �4� ; d) Z dx3 + 
os x; x 2 (��; �);e) Z dxsinx(2 + 
os x� 2 sinx) ; x 2 �0; �2� ; f) Z 
os x 
os 3x 
os 6x dx; x 2 IR:28. S�a se 
al
uleze integrala: I = Z eax sinmx sinnx 
os px dx:29. S�a se 
al
uleze integralele:a) Z dxp1 + ex +p1� ex ; x 2 (�1; 0); b) Z ln2(x+p1 + x2) dx; x 2 IR;
) Z xar
tgx � ln (1 + x2) dx; x 2 IR; d) Z ar
sin 2px1 + x dx; x 2 (1;1);e) Z 
h4x dx; x 2 IR; f) Z dxsh x + 2
h x; x 2 IR; g) Z sh ax � 
os bx dx; x 2 IR:30. S�a se 
al
uleze integrala: I = Z dx(sinx+ 2 
osx)3 ; x 2 �0; �2� :x2. INTEGRALE DEFINITE
Fie f o fun
t�ie de�nit�a pe un interval m�arginit �si �̂n
his [a; b℄. Se nume�ste di-viziune a intervalului [a; b℄ un sistem de pun
te � = (x0; x1; : : : ; xn�1; xn) din [a; b℄a.̂�. a = x0 < x1 < � � � < xn = b. Cea mai mare dintre lungimile intervalelor[x0; x1℄; [x1; x2℄; : : : ; [xn�1; xn℄ se nume�ste norma diviziunii � �si se noteaz�a k�k: Pentruun sistem de pun
te intermediare �i 2 [xi�1; xi℄; i = 1; n num�arul real:��(f; �) = nXi=1 f(�i)(xi � xi�1)



34 Capitolul 1se nume�ste suma Riemann aso
iat�a fun
t�iei f , diviziunii � �si pun
telor intermediare�1; : : : ; �n.Fun
t�ia f : [a; b℄ ! IR se nume�ste integrabil�a Riemann sau simplu integrabil�a (notatf 2 R[a;b℄) da
�a exist�a un num�ar real If 
u proprietatea: 8 " > 0 9 �" > 0 a.̂�. pentru 8diviziune � = (x0; x1; : : : ; xn) a intervalului [a; b℄ 
u k�k < �" �si ori
e pun
te intermediarexi�1 � �i � xi; i = 1; n are lo
 inegalitatea:j��(f; �)� If j < ":Num�arul real If se nume�ste integrala sau integrala de�nit�a a fun
t�iei f pe intervalul [a; b℄�si se noteaz�a Z ba f(x) dx: Num�arul If este uni
 determinat.Teorema 1.2.1. Pentru o fun
t�ie f : [a; b℄ ! IR urm�atoarele a�rmat�ii sunt e
hiva-lente:i) f este integrabil�a;ii) exist�a un num�ar real I a.̂�. ori
are ar � �sirul de diviziuni �n = (xn0 ; xn1 ; : : : ; xnkn);n 2 IN ale intervalului [a; b℄ 
u limn!1 k�nk = 0 �si ori
are ar � pun
tele intermediare�ni 2 [xni�1; xni ℄; i = 1; kn; n 2 IN �sirul sumelor Riemann f��(f; �n)gn2IN 
onverge la I.Propriet�at�i ale fun
t�iilor integrabile:a) Ori
e fun
t�ie integrabil�a f : [a; b℄! IR este m�arginit�a.b) Da
�a f : [a; b℄! IR este o fun
t�ie integrabil�a 
are admite primitive pe [a; b℄, atun
ipentru ori
e primitiv�a F a lui f are lo
 egalitatea:Z ba f(x) dx = F (b)� F (a);(formula lui Leibniz-Newton).
) Da
�a f; g : [a; b℄ ! IR sunt dou�a fun
t�ii integrabile, iar �; � 2 IR atun
i �f + �geste integrabil�a �si:Z ba (�f(x) + �g(x)) dx = � Z ba f(x) dx+ � Z ba g(x) dx:d) Da
�a f : [a; b℄ ! IR este o fun
t�ie integrabil�a 
u f(x) � 0; 8 x 2 [a; b℄ atun
iZ ba f(x) dx � 0:e) Da
�a f : [a; b℄! IR este integrabil�a �si m � f(x) �M; 8 x 2 [a; b℄ atun
i:m(b� a) � Z ba f(x) dx �M(b� a).f) Fie f : [a; b℄! IR �si 
 2 (a; b) a.̂�. restri
t�iile lui f la [a; 
℄ �si la [
; b℄ sunt integrabile.Atun
i f este integrabil�a �siZ ba f(x) dx = Z 
a f(x) dx+ Z b
 f(x) dx:S�i re
ipro
, da
�a f este integrabil�a pe [a; b℄; 
 2 (a; b), atun
i f este integrabil�a pe [a; 
℄�si pe [
; b℄ �si are lo
 relat�ia de mai sus.



Integrale de�nite 35Teorema 1.2.2. Ori
e fun
t�ie 
ontinu�a f : [a; b℄! IR este integrabil�a.Teorema 1.2.3. Ori
e fun
t�ie monoton�a f : [a; b℄! IR este integrabil�a.Teorema 1.2.4. Ori
e fun
t�ie m�arginit�a 
are are un num�ar �nit de pun
te de dis-
ontinuitate pe [a; b℄ este integrabil�a pe [a; b℄.Fie f : [a; b℄! IR o fun
t�ie m�arginit�a �si � = (x0; x1; : : : ; xn) o diviziune a intervalului[a; b℄. Not�am 
u:mi = infx2[xi�1;xi℄ f(x) � marginea inferioar�a a mult�imii f([xi�1; xi℄);Mi = supx2[xi�1;xi℄ f(x) � marginea superioar�a a mult�imii f([xi�1; xi℄);s�(f) = nXi=1mi(xi � xi�1) � suma Darboux inferioar�a,S�(f) = nXi=1Mi(xi � xi�1) � suma Darboux superioar�aaso
iate fun
t�iei f �si diviziunii �.Teorema 1.2.5. Fun
t�ia f : [a; b℄ ! IR este integrabil�a da
�a �si numai da
�a f estem�arginit�a �si 
ontinu�a pe [a; b℄ n A, 
u m(A) = 0.Prin de�nit�ie m(A) = 0 , 8 " > 0 9 un �sir de intervale des
hise fIngn2IN� 
uproprietatea 
�a A � Sn�1 In �si 1Xn=1 lung (In) < ":Teorema 1.2.6. Fie fun
t�ia f : [a; b℄! IR+ integrabil�a pe [a; b℄. Atun
i:Z ba f(x) dx = 0, 9A � [a; b℄ 
u m(A) = 0 a.̂�. f(x) = 0; 8 x 2 [a; b℄ n A:Teorema 1.2.7. Fie f : [a; b℄! IR o fun
t�ie m�arginit�a. Atun
i urm�atoarele a�rmat�iisunt e
hivalente:i) pentru ori
e " > 0 9 �" > 0 a.̂�. S�(f) � s�(f) < "; ori
are ar � diviziunea � aintervalului [a; b℄ 
u k�k < �";ii) fun
t�ia f este integrabil�a.Teorema 1.2.8 (Teorema de medie). Da
�a f : [a; b℄ ! IR este o fun
t�ie 
ontinu�aatun
i 9 � 2 [a; b℄ a.̂�.:1b� a Z ba f(x) dx = f(�):Teorema 1.2.9 (Teorema de existent��a a primitivelor unei fun
t�ii 
ontinue). Pentruori
e fun
t�ie 
ontinu�a f : [a; b℄! IR fun
t�ia F : [a; b℄! IR de�nit�a prin:F (x) = Z xa f(t) dt; 8 x 2 [a; b℄este o primitiv�a a lui f 
are se anuleaz�a �̂n pun
tul a.Teorema 1.2.10 (Formula de integrare prin p�art�i). Da
�a f; g : [a; b℄! IR sunt dou�afun
t�ii derivabile 
u derivate 
ontinue atun
i:



36 Capitolul 1Z ba f(x)g0(x) dx = f(x)g(x)jba � Z ba f 0(x)g(x) dx:Teorema 1.2.11 (Prima formul�a de s
himbare de variabil�a). Fie [a; b℄ '! J f! IR (Jinterval din IR) dou�a fun
t�ii 
u propriet�at�ile:i) f este 
ontinu�a pe J ;ii) ' este derivabil�a 
u derivata 
ontinu�a pe [a; b℄.Atun
i: Z ba f('(t)) � '0(t) dt = Z '(b)'(a) f(x) dx:Teorema 1.2.12 (A doua formul�a de s
himbare de variabil�a). Da
�a [a; b℄ '! [
; d℄ f!! IR sunt dou�a fun
t�ii 
u propriet�at�ile:i) f este 
ontinu�a pe [
; d℄;ii) ' este bije
tiv�a, ' �si '�1 sunt derivabile 
u derivate 
ontinueatun
i: Z ba f('(t)) dt = Z '(b)'(a) f(x) � ('�1)0(x) dx:Apli
at�ii ale integralei de�niteFie f : [a; b℄! IR+. Not�am 
u �f mult�imea:�f = f(x; y) 2 IR2; a � x � b; 0 � y � f(x)g;numit�a subgra�
ul lui f .Teorema 1.2.13. Da
�a f : [a; b℄! IR+ este o fun
t�ie 
ontinu�a atun
i:i) �f are arie �si ii) aria (�f) = Z ba f(x) dx:Da
�a f : [a; b℄! IR este 
ontinu�a atun
i aria (�f) = Z ba jf(x)j dx:Aria domeniului m�arginit de gra�
ele fun
t�iilor 
ontinue y = f1(x); y = f2(x);x 2 [a; b℄; (f2(x) � f1(x)) �si de dreptele de e
uat�ii x = a; x = b este egal�a 
u:S = Z ba (f2(x)� f1(x)) dx:Teorema 1.2.14. Da
�a f : [a; b℄! IR+ este o fun
t�ie 
ontinu�a, atun
i:i) 
orpul de rotat�ie determinat de f , adi
�a mult�imea:Cf = f(x; y; z) 2 IR3; py2 + z2 � f(x); a � x � bg(
orpul obt�inut prin rotirea subgra�
ului fun
t�iei f �̂n jurul axei Ox) are volum �siii) V = vol (Cf) = � Z ba f 2(x) dx:Teorema 1.2.15. Da
�a fun
t�ia f : [a; b℄! IR este derivabil�a, 
u derivata 
ontinu�a,atun
i:i) gra�
ul lui f are lungime �nit�a �siii) l(f) = Z ba q1 + (f 0(x))2 dx:



Integrale de�nite 37Teorema 1.2.16. Da
�a f : [a; b℄! IR+ este o fun
t�ie derivabil�a 
u derivata 
ontinu�a,atun
i:i) suprafat�a de rotat�ie determinat�a de f are arie �siii) A(f) = 2� Z ba f(x) �q1 + (f 0(x))2 dx:Da
�a A este o pla
�a plan�a 
are se identi�
�a 
u o mult�ime de forma:�f;g = f(x; y) 2 IR2; a � x � b; f(x) � y � g(x)g;unde f; g : [a; b℄ ! IR sunt fun
t�ii 
ontinue, atun
i 
entrul de greutate al lui A estepun
tul G(xG; yG) ale 
�arui 
oordonate sunt:xG = Z ba x[g(x)� f(x)℄ dxZ ba [g(x)� f(x)℄ dx ; yG = 12 Z ba [g2(x)� f 2(x)℄ dxZ ba [g(x)� f(x)℄ dx :Cal
ulul aproximativ al integralelor de�niteMetoda dreptunghiurilor. Fie f : [a; b℄ ! IR o fun
t�ie derivabil�a pe [a; b℄ 
u derivata
ontinu�a �si � o diviziune a intervalului [a; b℄ �̂n n intervale egale prin pun
tele xi == a+ ih; h = b� an ; i = 0; n. Atun
i:Z ba f(x) dx = h[f(a) + f(x1) + � � �f(xn�1)℄ +Rn(x);�si jRn(x)j � M1(b� a)2n ; unde M1 = supx2[a;b℄ jf 0(x)j:Metoda trapezelor. Da
�a f : [a; b℄! IR are derivata f 00 
ontinu�a �si � este o diviziunea intervalului [a; b℄ de�nit�a 
a mai sus, atun
i:Z ba f(x) dx = b� a2n ff(a) + f(b) + 2[f(x1) + � � �+ f(xn�1)℄g+Rn(x);unde jRn(x)j � M2(b� a)312n2 ; 
u M2 = supx2[a;b℄ jf 00(x)j:Formula lui Simpson. Fie f : [a; b℄ ! IR având derivata de ordinul al patrulea
ontinu�a �si e� diviziunea intervalului [a; b℄ �̂n 2n intervale part�iale egale prin pun
telexi = a+ ih; h = b� a2n ; i = 0; 2n. Atun
i:Z ba f(x) dx = b� a6n ff(a) + f(b) + 4[f(x1) + f(x3) + � � �+ f(x2n�1)℄++2[f(x2) + f(x4) + � � �+ f(x2n�2)℄g+Rn(x);unde jRn(x)j � M3(b� a)5180n4 ; M3 = supx2[a;b℄ jf (4)(x)j.
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PROBLEME REZOLVATE1. S�a se arate, 
u ajutorul de�nit�iei, 
�a fun
t�ia f(x) = sin x este integrabil�a pe ori
einterval [a; b℄ � IR �si:Z ba sinx dx = 
os a� 
os b:Rezolvare. Fie � = (a = x0 < x1 < � � � < xn = b) o diviziune a intervalului [a; b℄ �si�e �i 2 [xi�1; xi℄; i = 1; n pun
te intermediare arbitrare.Apli
ând teorema 
re�sterilor �nite (Lagrange) fun
t�iei g(x) = � 
os x pe �e
are in-terval [xi�1; xi℄; i = 1; n obt�inem pun
tele 
i 2 (xi�1; xi) a.̂�.:� 
os xi + 
os xi�1 = (xi � xi�1) � sin 
i; i = 1; n:Conform a
estor egalit�at�i putem s
rie:��(f; �) = nXi=1(xi�xi�1) � sin �i = nXi=1(xi�xi�1) sin 
i + nXi=1(xi�xi�1)(sin �i� sin 
i) == nXi=1[� 
os xi + 
os xi�1℄ + nXi=1(xi � xi�1)(sin �i � sin 
i) = 
os a� 
os b++ nXi=1(xi � xi�1) � (sin �i � sin 
i).S�a apli
�am �̂n 
ontinuare teorema lui Lagrange fun
t�iei f(x) = sin x pe intervalul[�i; 
i℄ sau [
i; �i℄. Rezult�a 
�a 9 un pun
t �i 2 (�i; 
i) a.̂�.:sin �i � sin 
i = (�i � 
i) � 
os �i,de unde obt�inem:j sin �i � sin 
ij � j�i � 
ij � j 
os �ij � j�i � 
ij � k�k; i = 1; n:De
i: ����� nXi=1(xi � xi�1 � (sin �i � sin 
i)����� � k�k nXi=1(xi � xi�1) = (b� a)k�k:Revenind la suma Riemann ��(f; �i), dedu
em:j��(f; �)� 
os a+ 
os bj � (b� a)k�k.Pentru " > 0 arbitrar, momentan �xat, alegem �" a.̂�. 0 < �" < "(b� a) : Atun
i,pentru ori
e diviziune � 
u k�k < �" �si pentru ori
e pun
te intermediare �i are lo
inegalitatea: j��(f; �)� (
os a� 
os b)j < ":A
easta arat�a 
�a fun
t�ia f(x) = sinx este integrabil�a pe [a; b℄ �si Z ba sinx dx == 
os a� 
os b.2. S�a se arate 
�a fun
t�ia f : [a; b℄! IR,



Integrale de�nite 39f(x) = 8<: 1; da
�a x este rat�ional;�1; da
�a x este irat�ionalnu este integrabil�a.Rezolvare. Fie � = (x0; x1; : : : ; xn) o diviziune a intervalului [0; 1℄ �si �e �0i; �00i 22 [xi�1; xi℄; i = 1; n dou�a sisteme de pun
te intermediare alese a.̂�. �0i 2 Q �si �00i 2 IR nQ;i = 1; n: Atun
i f(�0i) = 1 �si f(�00i ) = �1; i = 1; n; iar ��(f; �0) = (b� a) �si ��(f; �00) == �(b � a): Deoare
e ��(f; �0) ! (b � a) 6= �(b � a)  ��(f; �00) pentru k�k ! 0rezult�a 
�a limita sumelor integrale depinde de alegerea pun
telor �i, de
i fun
t�ia f nu esteintegrabil�a pe [a; b℄.3. Folosind Teorema 1.2.1 �si Teorema 1.2.2 s�a se 
al
uleze integrala:I = Z �=20 
os x dx:Rezolvare. Deoare
e fun
t�ia f(x) = 
os x este 
ontinu�a pe intervalul [0; �=2℄ rezult�a
�a ea este integrabil�a pe [0; �=2℄. Pentru a 
al
ula integrala I vom 
onsidera �sirul dediviziuni �n = (xn0 ; xn1 ; xn2 ; � � � ; xnn); xn0 = 0; xn1 = �2n; xn2 = �n; : : : ; xnn = n�2n = �2 �sipun
tele �ni = xni ; i = 1; n. Atun
i:��(f; �n) = nXi=1 f(xni )(xni � xni�1) = �2n nXi=1 
os �i2n = �2n �
os �2n + 
os 2�2n + � � �++ 
os (n� 1)�2n + 
os n�2n # = �2n � sin �4 � 
os (n+1)�4nsin �4n = p2 �4nsin �4n � 
os (n+ 1)�4n .Rezult�a 
�a limn!1��(f; �n) = 1, de
i I = Z �=20 
os x dx = 1.4. S�a se studieze existent�a primitivelor, pre
um �si proprietatea de integrabilitatepentru urm�atoarele fun
t�ii:a) f : [�1; 1℄! IR; f(x) = 8><>: 1x; da
�a x 2 [�1; 1℄ n f0g;0; da
�a x = 0:b) f : [�1; 1℄! IR; f(x) = 8>>><>>>: �1; da
�a x 2 [�1; 0);0; da
�a x = 0;1; da�a x 2 (0; 1℄:
) f : [�1; 1℄! IR; f(x) = 8><>: 2x sin 1x2 � 2x 
os 1x2 ; da
�a x 2 [�1; 1℄ n f0g;0; da
�a x = 0:d) f : [�1; 1℄! IR; f(x) = 8><>: tgxx ; da
�a x 2 [�1; 1℄ n f0g;1; da
�a x = 0:Rezolvare. a) Da
�a fun
t�ia f ar admite primitive, atun
i a
estea ar avea forma:



40 Capitolul 1F (x) = 8<: ln jxj+ 
1; da
�a x 2 [�1; 1℄ n f0g;
2; da
�a x = 0:Deoare
e limx!0F (x) = �1 rezult�a 
�a F nu este 
ontinu�a �̂n x = 0, de
i F nu poate �primitiv�a pentru fun
t�ia f .În plus, deoare
e f este nem�arginit�a pe [�1; 1℄ rezult�a 
�a nu este integrabil�a pe a
estinterval.b) Deoare
e fun
t�ia f nu are proprietatea lui Darboux ( 6 9 ni
i un pun
t �̂n 
are fia valoarea 1=2) rezult�a 
�a f nu admite primitive, (o fun
t�ie 
are admite primitive areproprietatea lui Darboux).Fun
t�ia f este integrabil�a pe [�1; 0℄, deoare
e f difer�a de fun
t�ia g : [�1; 0℄ ! IR;g(x) = �1 doar �̂n pun
tul x = 0. De asemenea ea este integrabil�a pe intervalul [0; 1℄,deoare
e f(x) = h(x); 8 x 2 (0; 1℄, unde h : [0; 1℄ ! IR; h(x) = 1: De
i fun
t�ia f esteintegrabil�a pe intervalul [�1; 1℄ �si:Z 1�1 f(x) dx = Z 0�1(�1) dx+ Z 10 1 dx = �1 + 1 = 0:
) Fun
t�ia f admite primitive:F (x) = 8><>: x2 sin 1x2 + 
1; da
�a x 2 [�1; 1℄ n f0g;
1; da
�a x = 0;(F este derivabil�a �si F 0(x) = f(x); 8 x 2 (�1; 1)), dar deoare
e f este nem�arginit�a rezult�a
�a nu este integrabil�a.d) Fun
t�ia f �ind 
ontinu�a pe [�1; 1℄ rezult�a 
�a ea admite primitive �si este integrabil�ape a
est interval.5. S�a se spe
i�
e (
u ajutorul diagramelor) relat�iile 
are exist�a �̂ntre diverse 
lase defun
t�ii de�nite pe un interval [a; b℄ (fun
t�ii integrabile, monotone, 
ontinue, m�arginite, 
uprimitive, 
u proprietatea lui Darboux).Rezolvare. Obt�inem s
hem�a din Figura 1.2.1.Prezent�am �̂n 
ontinuare 
âteva fun
t�ii 
u diverse propriet�at�i, numerotate 
a �̂n Figura1.2.1:1. Fun
t�ia f : [0; 1℄! IR; f(x)8><>: 2x sin 1x � 
os 1x; da
�a x 2 (0; 1℄;0; da
�a x = 0admite primitive F (x) = 8><>: x2 sin 1x + 
1; da
�a x 2 (0; 1℄;
1; da
�a x = 0:În plus f este integrabil�a (este m�arginit�a 
u un singur pun
t x = 0 de dis
ontinuitate).Evident f nu este 
ontinu�a pe [0; 1℄ ( 6 9 limx!0 f(x)) �si nu este ni
i monoton�a.
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funcþii monotone funcþii cu primitive
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funcþii continue
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funcþii cu propr. Darboux

Figura 1.2.1

11

10

9 8

3

6

5

4

1

2

7

12

2. Fun
t�ia f : [0; 1℄! IR; f(x) = 8><>: 
os2 1x; da
�a x 2 (0; 1℄;0; da
�a x = 0este integrabil�a (este 
ontinu�a pe (0; 1℄), are proprietatea lui Darboux (se arat�a asem�an�ator
u f[20℄, Capitolul 4, Problema 5g), dar nu admite primitive (vezi fCapitolul 1, x1,Problema 20, 
)g).3. (Exemplu dat de D. Pompeiu) S�a 
onsider�am fun
t�ia:h : [a; b℄! IR; h(x) = 1Xn=1 12n (x� rn)1=3; x 2 [a; b℄; a < b;unde frng este �sirul numerelor rat�ionale din intervalul [a; b℄. Seria din membrul drept esteo serie 
onvergent�a pe [a; b℄, deoare
e:���� 12n (x� rn)1=3���� � (b� a)1=32n ,iar seria geometri
�a 1Xn=1 12n este 
onvergent�a.Fun
t�ia h este 
ontinu�a (vezi fCapitolul 2, x2g) �si monoton�a (stri
t 
res
�atoare) pe[a; b℄, de
i este bije
tiv�a. Rezult�a 
�a 9 h�1 = g 
ontinu�a �si stri
t 
res
�atoare pe [h(a); h(b)℄.Atun
i fun
t�ia f = g0 este o fun
t�ie m�arginit�a, 
are evident admite primitive �si 
are



42 Capitolul 1nu este integrabil�a pe ni
i un subinterval 
ompa
t � [h(a); h(b)℄, (se arat�a 
�a fun
t�iag0j[
;d℄; [
; d℄ � [h(a); h(b)℄ este dis
ontinu�a pe o mult�ime de m�asur�a 6= 0; se utilizeaz�a deasemenea Teorema 1.2.5).4. Fun
t�ia f : [0; 1℄ ! IR; f(x) = f1(x) + f2(x), unde f1 este fun
t�ia de la pun
tul2., iar f2 este fun
t�ia f de la pun
tul 3., (
u [h(a); h(b)℄ = [0; 1℄) are proprietatea luiDarboux, nu admite primitive, nu este integrabil�a, dar este m�arginit�a.5. Fun
t�ia f : [�1; 1℄! IR; f(x) = 8><>: 2x sin 1x2 � 2x 
os 1x2 ; da
�a x 2 [�1; 1℄ n f0g;0; da
�a x = 0admite primitive (vezi Problema 4, 
)), este nem�arginit�a, de
i nu este integrabil�a.6. Fie fun
t�ia f : [0; 1℄! IR; f(x) = f1(x) + f2(x), unde:f1(x)=8>><>>: 
os 1x; da
�a x 2 (0; 1℄;12 ; da
�a x = 0; �si f2(x)=8><>: 2x 
os 1x2 + 2x sin 1x2 ; da
�a x 2 (0; 1℄;0; da
�a x = 0:Fun
t�ia f nu admite primitive (f1 nu admite primitive, vezi fCapitolul 1, x1, Problema 20,
)g), este nem�arginit�a (f1 este m�arginit�a, f2 nem�arginit�a), de
i f nu este integrabil�a. Darf are proprietatea lui Darboux. Într-adev�ar, �e a; b 2 [0; 1℄; a < b �si � 2 (f(a); f(b)).Consider�am 
azul a = 0, (pentru a > 0 evident f1; f2 sunt 
ontinue pe [a; 1℄, de
i f1 + f2este 
ontinu�a �si f are proprietatea lui Darboux). Presupunem 
�a f(0) = 12 < f(b), de
i12 < � < f(b). Deoare
e f este nem�arginit�a pe (0; b) rezult�a 
�a 9 a0 2 (0; b) a.̂�. f(a0) > �.Cum f este 
ontinu�a pe [a0; b℄ rezult�a 
�a 9 
 2 (a0; b) a.̂�. f(
) = �. Analog se trateaz�a
azul f(0) > f(b).7. Fun
t�ia f : [�1; 1℄ ! IR; f(x) = x este 
ontinu�a, de
i admite primitive �si esteintegrabil�a pe [�1; 1℄. În plus f este monoton�a.8. Fun
t�ia f : [�1; 1℄! IR; f(x) = x2 este 
ontinu�a, dar nu este monoton�a.9. Fun
t�ia f : [�1; 1℄ ! IR; f(x) = 8<: 0; da
�a x 2 [�1; 0℄;1; da
�a x 2 (0; 1℄ este monoton�a (
res-
�atoare), dar nu are proprietatea lui Darboux.10. Fun
t�ia f : [�1; 1℄! IR; f(x) = 8<: 1; da
�a x 2 [�1; 1℄ n f0g;0; da
�a x = 0 este integrabil�ape [�1; 1℄, dar nu este monoton�a �si nu are proprietatea lui Darboux.11. Fun
t�ia f : [�1; 1℄ ! IR; f(x) = 8<: 1; da
�a x 2 [�1; 1℄ \Q;�1; da
�a x 2 [�1; 1℄ \ (IR nQ) nu esteintegrabil�a (vezi Problema 2), nu are proprietatea lui Darboux (nu se anuleaz�a ni
�aieri peintervalul [�1; 1℄), dar este o fun
t�ie m�arginit�a.



Integrale de�nite 4312. Fun
t�ia f : [0; 1℄! IR; f(x) = 8><>: 1x� 1 ; da
�a x 2 [0; 1);1; da
�a x = 1 este nem�arginit�a peintervalul [0; 1℄ �si nu are proprietatea lui Darboux.6. S�a se arate 
�a de�si fun
t�iile:f1 : [�1; 1℄! IR; f1(x) = 8<: 1; da
�a x 2 [�1; 1℄ \Q;�1; da
�a x 2 [�1; 1℄ \ (IR nQ)�si f2 : [�1; 1℄! IR; f2(x) = 8<: �1; da
�a x 2 [�1; 1℄ \Q;1; da
�a x 2 [�1; 1℄ \ (IR nQ)nu sunt integrabile pe intervalul [�1; 1℄, totu�si fun
t�iile f1 + f2 �si f1 � f2 sunt integrabilepe [�1; 1℄.Rezolvare. Conform Problemei 2, f1 �si f2 nu sunt integrabile, dar evident fun
t�iilef1 + f2; f1 � f2 : [�1; 1℄ ! IR; (f1 + f2)(x) = 0; (f1 � f2)(x) = �1; 8 x 2 [�1; 1℄ suntintegrabile pe [�1; 1℄.7. S�a se arate 
�a fun
t�iile de mai jos sunt integrabile �si s�a se 
al
uleze integralelea
estora:a) Z 20 exf(x) dx; unde f : [0; 2℄! IR; f(x) = max f1; x2g; x 2 [0; 2℄:b) Z 10 f(x) dx; unde f : [0; 1℄! IR; f(x) = E[25x℄;unde E[y℄ �̂nseamn�a partea �̂ntreag�a a num�arului y, (notat�a uneori mai simplu 
u [y℄).
) Z �=2��=2 f(x) sinx dx; unde f : ���2 ; �2 �! [�1; 1℄; f(x) = max fsinx; sin3xg.d) Z 1�1 f(x) dx; unde f : [�1; 1℄! IR; f(x) = max��12�x ; 2x� :Rezolvare. a) Avem f(x) = 8<: 1; da
�a x 2 [0; 1℄;x2; da
�a x 2 [1; 2℄:De
i f(x) � ex = 8<: ex; da
�a x 2 [0; 1℄;x2ex; da
�a x 2 [1; 2℄; 
are este integrabil�a pe [0; 2℄, �ind o fun
t�ie
ontinu�a. Obt�inem:I = Z 10 ex dx+ Z 21 x2ex dx = ex���10 + x2ex���21 � 2 Z 21 xex dx = e� 1 + 4e2 � e� 2xex���21++2ex���21 = 4e2 � 1� 4e2 + 2e+ 2e2 � 2e = 2e2 � 1:b) Avem:
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f(x) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
0; da
�a x 2 [0; 1=32) ;1; da
�a x 2 [1=32; 2=32) ;2; da
�a x 2 [2=32; 3=32) ;...k � 1; da
�a x 2 [(k � 1)=32; k=32) ;...31; da
�a x 2 [31=32; 1);32; da
�a x = 1:Fun
t�ia f este integrabil�a pe �e
are interval  k � 132 ; k32! ; k = 0; 32, de
i f esteintegrabil�a pe intervalul [0; 1℄ �si:Z 10 f(x) dx = Z 1=320 0 dx+ Z 2=321=32 1 dx+ � � �+ Z k=32(k�1)=32(k � 1) dx+ � � �+ Z 131=32 31 dx == 132(1 + 2 + � � �+ 31) = 312 :
) Deoare
e sin3x � sin x , sin x(sin2x � 1) � 0 , sin x � 0; 8 x 2 ���2 ; 0� �sisin3x � sin x; 8 x 2 �0; �2 � rezult�a:I = Z 0��=2 sin4x dx + Z �=20 sin2x dx = Z 0��=2 (1� 
os 2x)24 dx+ Z �=20 1� 
os 2x2 dx == Z 0��=2 1� 2 
os 2x+ 
os22x4 dx+ �4 � 14 sin 2x����=20 = �8 � 14 sin 2x���0��=2 + 18 Z 0��=2(1++ 
os 4x) dx+ �4 = �8 + �4 + �16 + 132 sin 4x���0��=2 = 7�16 .d) Deoare
e f(x) = 8<: 2�x; da
�a x 2 [�1; 0);2x; da
�a x 2 [0; 1℄; rezult�a:I = Z 0�1 2�x dx+Z 10 2x dx = � 1ln 22�x���0�1+ 1ln 22x���10 = � 1ln 2(1�2)+ 1ln 2(2�1) = 2ln 2.8. S�a se 
al
uleze 
u ajutorul integralelor de�nite limitele urm�atoarelor �siruri:a) Sn = 1n + 1 + 1n + 2 + � � �+ 12n; n 2 IN�:b) Sn = 1n 24s1 + 1n +s1 + 2n + � � �+r1 + nn35 ; n 2 IN�:
) Sn = �2n "1 + 
os �2n + 
os 2�2n + � � �+ 
os (n� 1)�2n # ; n 2 IN�:d) Sn = 1n " 9n29n2 + 22 + 9n29n2 + 52 + � � �+ 9n29n2 + (3n� 1)2# ; n 2 IN�:Rezolvare. a) S
riem pe Sn sub forma:



Integrale de�nite 45Sn = 1n " 11 + 1n + 11 + 2n + � � �+ 11 + nn #.Consider�am fun
t�ia f : [0; 1℄! IR; f(x) = 11 + x �si pentru n � 1 form�am diviziunea:�n = �x0 = 0 < x1 = 1n < x2 = 2n < � � � < xn = nn = 1�de norm�a k�nk = 1n , iar �̂n �e
are interval [xi�1; xi℄ alegem pun
tul intermediar �i def== xi = in; i = 1; n.Atun
i se observ�a 
�a termenul general al �sirului din enunt� este 
hiar suma Riemannaso
iat�a fun
t�iei f , diviziunii �n �si pun
telor intermediare �i:��n(f; �) = nXi=1 f(�i)(xi � xi�1) = nXi=1 11 + in � in � i� 1n � = nXi=1 1i+ n = Sn.Fun
t�ia f este 
ontinu�a, de
i integrabil�a. Rezult�a 
�a:limn!1Sn = Z 10 f(x) dx = Z 10 dxx + 1 = ln (x+ 1)���10 = ln 2:b) Consider�am fun
t�ia f : [0; 1℄ ! IR; f(x) = p1 + x 
ontinu�a pe [0; 1℄, de
i inte-grabil�a pe intervalul [0; 1℄. Atun
i se observ�a 
�a Sn = ��n(f; �), de
i:limn!1Sn = Z 10 p1 + x dx = 23(1 + x)3=2���10 = 23 � 23=2 � 23 = 23(2p2� 1).
) Consider�am fun
t�ia f : �0; �2 �! IR; f(x) = 
os x �si diviziunea:�0n = �x0 = 0 < x1 = �2n < � � � < xn = �n2n�de norm�a k�k = �2n , iar �̂n �e
are interval [xi�1; xi℄ alegem pun
tul intermediar �0i == xi�1 = (i� 1)�2n ; i = 1; n. Atun
i:Sn = ��0n(f; �0) = nXi=1 f(xi�1)(xi � xi�1) = �2n nXi=1 
os (i� 1)�2n .Fun
t�ia f �ind integrabil�a rezult�a 
�a limn!1Sn = Z �=20 
os dx = sin x����=20 = 1:d) Avem:Sn = 1n 264 11 + � 23n�2 + 11 + � 53n�2 + � � �+ 11 + �3n�13n �2375.Consider�am fun
t�ia f : [0; 1℄! IR; f(x) = 11 + x2 , diviziunea:�n = �x0 = 0 < x1 = 1n < x2 = 2n < � � � < xn = nn = 1��si pun
tele intermediare �i = 3i� 13n ; i = 1; n. Se veri�
�a u�sor 
�a �i 2 (xi�1; xi) �siSn = ��n(f; �). Fun
t�ia 
onsiderat�a �ind integrabil�a pe [0; 1℄ rezult�a:limn!1Sn = Z 10 dxx2 + 1 = ar
tgx���10 = �4 .



46 Capitolul 19. S�a se 
al
uleze o primitiv�a pentru fun
t�iile:a) f : �0; �2 �! IR; f(x) = sin5x:b) f : [1; 2℄! IR; f(x) = q(x� 1)(2� x).Rezolvare. a) Fun
t�ia f este 
ontinu�a pe intervalul [0; �=2℄, de
i o primitiv�a a saeste fun
t�ia:F (x) = Z x0 f(t) dt = Z x0 sin5t dt = Z x0 sin t �(1�
os2t)2 dt = � Z x0 (
os t)0 �(1�2
os2t++
os4t) dt = �� 
os t+ 23
os3t� 15
os5t� ����x0 = � 
os x + 23
os3x� 15
os5x + 1� 23 + 15 == � 
os x+ 23
os3x� 15
os5x + 815.b) Fun
t�ia f este 
ontinu�a pe intervalul [1; 2℄ de
i o primitiv�a a sa este fun
t�ia:F (x) = Z x1 f(t) dt = Z x1 q(t� 1)(2� t) dt.Fa
em s
himbarea de variabil�a st� 12� t = y. Rezult�a t = 2y2 + 1y2 + 1 , iar dt = 2y(y2 + 1)2dy.Pentru t = 1 rezult�a y = 0, iar pentru t = x avem y = sx� 12� x not= y0. Obt�inem:F (x) = Z y00 y  2� 2y2 + 1y2 + 1 ! 2y(y2 + 1)2 dy = Z y00 2y2(y2 + 1)3 dy == �12 Z y00  1(y2 + 1)2!0 y dy = � y2(y2 + 1)2 ����y00 + 12 Z y00 1 + y2 � y2(y2 + 1)2 dy = � y2(y2 + 1)2 ����y00 ++12 Z y00 dyy2 + 1 + 14 Z y00  1y2 + 1!0 y dy = � y2(y2 + 1)2 ����y00 + 12 Z y00 dyy2 + 1 + y4(y2 + 1) ����y00 ��14 Z y00 dyy2 + 1 = �12q(x� 1)(2� x) � (2� x) + 14q(x� 1)(2� x) + 14ar
tgsx� 12� x == 14(2x� 3)q(x� 1)(2� x) + 14ar
tgsx� 12� x .Integrala F (x) = Z x1 q(t� 1)(2� t) dt o mai putem 
al
ula f�a
ând s
himbarea devariabil�a t = 1 + sin2y; (t 2 [1; x℄, iar x 2 [1; 2℄), y 2 [0; �=2℄. Rezult�a dt == 2 sin y 
os y dy = sin 2y dy. Pentru t = 1 rezult�a y = 0, iar pentru t = x avemsin2y = x� 1, de
i y = ar
sinpx� 1 not= y1. Rezult�a:F (x) = Z y10 sin y 
os y sin 2y dy = 12 Z y10 sin22y dy = 14 Z y10 (1� 
os 4y) dy == 14 ar
sinpx� 1� 116 sin 4y���y10 = 14 ar
sinpx� 1� 18 sin 2y 
os 2y���y10 = 14 ar
sinpx� 1��14 sin y 
os y(1� 2sin2y)���y10 = 14 ar
sinpx� 1� 14px� 1 �q1� (x� 1)(1� 2x + 2) == 14 ar
sinpx� 1� 14(3� 2x)q(x� 1)(2� x).10. S�a se 
al
uleze:



Integrale de�nite 47a) Z 40 xpx2 + 9 dx; , b) Z 10 dxex + e�x ; 
) Z 10 dx2 +px ; d) Z 42 dxp5 + 4x� x2 ;e) Z 5�=4� sin 2xsin4x+ 
os4x dx; f) Z �=20 sin3x � 
os2x dx; g) Z �0 (x sinx)2 dx;h) Z �=20 dx3 + 2 
os x ; i) Z 2�0 dx1 + a 
os2x; a > �1; j) Z 1=p30 dx(2x2 + 1)px2 + 1.Rezolvare. a) Fa
em s
himbarea de variabil�a x2 + 9 = t ) 2x dx = dt, iar pentrux = 0) t = 9, x = 4) t = 25: Obt�inem:I = 12 Z 259 pt dt = 12 � t3=23=2 ����259 = 13(125� 27) = 983 .b) Fa
em s
himbarea de variabil�a ex = t ) dx = dtt . Pentru x = 0 ) t = 1,x = 1) t = e. Rezult�a:I = Z e1 dtt �t+ 1t� = Z e1 dtt2 + 1 = ar
tg e� �4 .
) Not�ampx = t. Rezult�a x = t2; dx = 2t dt. Pentru x = 0) t = 0, x = 1) t = 1.Obt�inem: I = Z 10 2t2 + t dt = 2t���10 � 4 ln jt+ 2j���10 = 2� 4 ln 32.d) Not�am s5� x1 + x = t ) x = 5� t2t2 + 1 ; dx = �12t(t2 + 1)2 dt. Pentru x = 2 ) t = 1, iarpentru x = 4) t = 1p5. De
i:I = Z 1=p51 1t �1 + 5�t2t2+1� � �12t(t2 + 1)2 dt = Z 11=p5 2t2 + 1 dt = 2ar
tg t���11=p5 = �2 � 2ar
tg 1p5.e) I = Z 5�=4� sin 2xsin4x+ 
os4x dx = Z 5�=4� sin 2x(sin2x + 
os2x)2 � 12sin22x dx == Z 5�=4� sin 2x1� 12sin22x dx = � Z 5�=4� (
os 2x)02� 1 + 
os22x dx = � Z 5�=4� (
os 2x)01 + 
os22x dx == �ar
tg (
os 2x)���5�=4� = �ar
tg 0 + ar
tg 1 = �4 .f) I = Z �=20 sin3x �
os2x dx = Z �=20 sinx �
os2x (1�
os2x) dx = � Z �=20 (
os x)0(
os2x��
os4x) dx = �
os3x3 �����=20 + 
os5x5 �����=20 = 13 � 15 = 215.g) I = Z �0 (x sinx)2 dx = 12 Z �0 x2(1� 
os 2x) dx = x36 �����0 � 14 Z �0 x2(sin 2x)0 dx = �36 ��14x2 sin 2x����0+12 Z �0 x sin 2x dx = �36 �14 Z �0 x(
os 2x)0 dx = �36 �14x 
os 2xj�0+18 sin 2xj�0 == �36 � �4 .h) Not�am tg x2 = t ) x = 2ar
tg t; dx = 21 + t2 dt. Pentru x = 0 ) t = 0, iar



48 Capitolul 1pentru x = �2 ) t = 1. Rezult�a:I = Z 10 13 + 21�t21+t2 � 21 + t2 dt = Z 10 2t2 + 5 dt = 2p5ar
tg tp5 ����10 = 2p5ar
tg 1p5.i) Da
�a a = 0 atun
i I = 2�. Presupunem 
�a a 6= 0. Atun
i:I = Z �0 dx1 + a 
os2x| {z }I1 + Z 2�� dx1 + a 
os2x| {z }I2 .Pentru I1 fa
em s
himbarea de variabil�a x� �2 = y ) dx = dy. De
i I1 == Z �=2��=2 dy1 + a sin2y . Pentru I2 fa
em s
himbarea de variabil�a x � 3�2 = y ) dx = dy.De
i I2 = Z �=2��=2 dy1 + a sin2y . Rezult�a:I = 2 Z �=2��=2 dx1 + a sin2x = 2 lim"!0">0 Z �=2�"��=2+" dx1 + a sin2x .Pentru integrala I0 = Z �=2�"��=2+" dx1 + a sin2x fa
em s
himbarea de variabil�a tgx = t )x = ar
tg t; dx = dt1 + t2 . De
i:I0 = Z tg(�=2�")tg(��=2+") 11 + a t21+t2 � dt1 + t2 = Z tg(�=2�")�tg(�=2�") dt(a+ 1)t2 + 1 == 1a + 1pa + 1 ar
tg tpa+ 1����tg(�=2�")�tg(�=2�") = 2pa + 1ar
tg �pa + 1 tg ��2 � "��.Rezult�a I = 4pa+ 1 lim"!0">0 �ar
tg�pa + 1 tg ��2 � "��� = 2�pa+ 1.j) Not�am px2 + 1 = x + t; rezult�a x = 1� t22t ; dx = �t2 � 12t2 dt. Pentru x = 0 )t = 1, iar pentru x = 1p3 ) t = 1p3. Obt�inem:I = Z 1=p31 �(t2 + 1) dt2t2 h2 (1�t2)24t2 + 1i �t + 1�t22t � = Z 11=p3 2t(t2 + 1) dt(1� 2t2 + t4 + 2t2)(2t2 + 1� t2) == Z 11=p3 2t(t2 + 1) dt(t2 + 1)(t4 + 1) = Z 11=p3 (t2)0 dt[(t2)2 + 1℄ = ar
tg t2���11=p3 = ar
tg 1� ar
tg 13 = ar
tg 12.11. S�a se 
al
uleze:a) Z 52 dxjx2 � aj+ 30 ; a 2 (4; 25); b) Z �=20 j sinx� 
os xj dx;
) Z 31 dxx4 + ax2 ; a > �1:Rezolvare. a) Pentru 2 � x � pa avem jx2 � aj = a� x2, iar pentru pa � x � 5avem jx2 � aj = x2 � a. De
i:I = Z pa2 dx�x2 + a + 30 + Z 5pa dxx2 � a + 30 = � 12pa+ 30 ln �����x�pa+ 30x+pa+ 30 ����� �����pa2 +



Integrale de�nite 49+ 1p30� aar
tg xp30� a �����5pa = � 12pa+ 30 ln pa�pa + 30pa +pa+ 30 � 2 +pa+ 302�pa+ 30++ 1p30� a  ar
tg 5p30� a � ar
tg pap30� a! = 1p30� aar
tg5p30� a�qa(30� a)30� a + 5pa ++ 12pa+ 30 ln (pa+pa+ 30)(pa + 30� 2)(pa+ 30�pa)(pa+ 30 + 2).b) I = Z �=20 j sinx� 
os xj dx = Z �=40 (
os x� sin x) dx+ Z �=2�=4 (sinx� 
os x) dx == (sinx + 
os x)����=40 + (� 
os x� sin x)����=2�=4 = 2p2� 2.
) Da
�a a = 0 atun
i I = Z 31 dxx4 = � 13x3 ����31 = � 181 + 13 = 2681. Da
�a a 2 (�1; 0) atun
iI = Z 31 dxx2(x2 + a) . Des
ompunem fra
t�ia de sub semnul integral�a �̂n fra
t�ii simple:1x2(x2 + a) = Ax + Bx2 + Cx�p�a + Dx +p�a ,Ax3 + Aax + Bx2 + aB + Cx3 + p�aCx2 + Dx3 � Dp�ax2 = 1 ) A + C + D = 0;B + Cp�a�Dp�a = 0; Aa = 0; Ba = 1:Obt�inem A = 0; B = 1a; C = � 12ap�a; D = 12ap�a . De
i:I = 1a Z 31 dxx2 � 12ap�a Z 31 dxx�p�a + 12ap�a Z 31 dxx +p�a = � 1ax �����31�� 12ap�a ln �����x�p�ax +p�a ����� �����31 = � 13a + 1a � 12ap�a ln 3�p�a3 +p�a � 1 +p�a1�p�a! = 23a�� 12ap�a ln 3 + 2p�a + a3� 2p�a + a .Da
�a a 2 (0;1) atun
i I = Z 31 dxx2(x2 + a) . Avem:1x2(x2 + a) = Ax + Bx2 + Cx +Dx2 + a , Ax(x2 + a) + B(x2 + a) + Cx3 + Dx2 = 1 )A+C = 0; B+D = 0; Aa = 0; Ba = 1. Rezult�a A = C = 0; B = 1a; D = �1a . De
i:I = 1a Z 31 dxx2 � 1a Z 31 dxx2 + a = �1a � 1x �����31� 1apaar
tg xpa �����31 = � 13a+ 1a� 1apa  ar
tg 3pa��ar
tg 1pa! = 23a � 1apaar
tg 2pa3 + a .12. F�ar�a a 
al
ula integralele s�a se demonstreze urm�atoarele inegalit�at�i:a) p10 � Z �3�4 px2 + 1 dx � p17; b) 0 � Z 0�1=2 x ln (1� x2) dx � 14 ln 43;
) Z 21 ln (1 + x) dx > Z 21 x1 + x dx; d) Z �0 xsin2ax1 + x2 dx < �2 ; a 2 IR.Rezolvare. a) Fun
t�ia f : IR ! IR; f(x) = px2 + 1 este stri
t des
res
�atoare



50 Capitolul 1pe IR�� (f 0(x) = xpx2 + 1 < 0; 8 x 2 (�1; 0)). De
i f(�3) � px2 + 1 � f(�4);8 x 2 [�4;�3℄. Deoare
e f(�3) = p10; f(�4) = p17, rezult�a:p10(�3 + 4) � Z �3�4 px2 + 1 dx � p17(�3 + 4) , de
i p10 � Z �3�4 px2 + 1 dx � p17.b) Consider�am fun
t�ia f : (�1; 0℄! IR; f(x) = x ln (1� x2). Deoare
e:f 0(x) = ln (1� x2)� 2x2 11� x2 = ln (1� x2) + 2x2x2 � 1 < 0; 8 x 2 (�1; 0),rezult�a 
�a f(0) � f(x) � f ��12� ; 8 x 2 ��12 ; 0�. De
i 0 � f(x) � �12 ln 34. Rezult�a:0 � Z 0�1=2 x ln (1� x2) dx � 12 ln 43 Z 0�1=2 dx , 0 � Z 0�1=2 x ln (1� x2) dx � 14 ln 43.
) Vom demonstra inegalitatea:ln (1 + x) > x1 + x; 8 x 2 [1; 2℄ , ln (1 + x)� x1 + x > 0; 8 x 2 [1; 2℄.Consider�am fun
t�ia f : (�1;1)! IR; f(x) = ln (1 + x)� x1 + x . Deoare
e f 0(x) == 11 + x � 1(1 + x)2 = x(1 + x)2 > 0; 8 x > 0, iar f(0) = 0 dedu
em 
�a f(x) > f(0) = 0;8 x > 0: Rezult�a 
�a: ln (1 + x) > x1 + x; 8 x 2 [1; 2℄. Integrând pe intervalul [1; 2℄obt�inem inegalitatea din enunt�.d) Avem x sin2 ax1 + x2 � x1 + x2 ; 8 x 2 [0; �℄:Integrând inegalitatea de mai sus obt�inemZ �0 x sin2 ax1 + x2 dx � Z �0 x1 + x2 dx = 12 ln(1 + x2)j�0 = 12 ln(1 + �2) < �2 :13. S�a se arate 
�a:Z �=20 sin (x + a)sin (x+ b) dx = �2 
os (a� b) + sin (a� b) ln j
tg bj.Rezolvare. Avem:I = Z �=20 sinx 
os a+ 
os x sin asinx 
os b + 
os x sin b dx = Z �=40 sinx 
os a+ 
os x sin asinx 
os b + 
os x sin b dx++ Z �=2�=4 sinx 
os a + 
os x sin asinx 
os b + 
os x sin b dx.F�a
ând �̂n a doua integral�a de mai sus s
himbarea de variabil�a �2 � x = y obt�inem:I = Z �=40 sin x 
os a+ 
os x sin asinx 
os b + 
os x sin b dx+ Z �=40 
os a 
os y + sin a sin y
os b 
os y + sin b sin y dy == Z �=40 
os a tgx + sin a
os b tgx + sin b dx| {z }I1 + Z �=40 sin a tg y + 
os asin b tg y + 
os b dy| {z }I2 .Pentru I1 not�am tg x = y ) x = ar
tg y; dx = dy1 + y2 . De
i:I1 = Z 10 y 
os a + sin a(y2 + 1)(y 
os b+ sin b) dy:Des
ompunem fra
t�ia de sub semnul integral�a de mai sus:



Integrale de�nite 51y 
os a+ sin a(y2 + 1)(y 
os b + sin b) = Ay +By2 + 1 + Cy 
os b+ sin b )(Ay +B)(y 
os b+ sin b) + C(y2 + 1) = y 
os a+ sin a ,Ay2 
os b+ Ay sin b+By 
os b +B sin b + Cy2 + C = y 
os a + sin a )A 
os b + C = 0; A sin b +B 
os b = 
os a; B sin b+ C = sin a.Rezult�a A = sin (b� a); B = 
os (b� a); C = � 
os b sin (b� a). De
i:I1 = Z 10 sin (b� a)y + 
os (b� a)y2 + 1 dy � 
os b sin (b� a) Z 10 dyy 
os b + sin b == 12 sin (b� a) ln (y2 + 1)���10 + 
os (b� a)ar
tg y���10 � sin (b� a) ln jy 
os b+ sin bj���10 == 12 sin (b� a) ln 2 + 
os (b� a) � �4 � sin (b� a) ln �����
os b + sin bsin b �����.Pro
edând �̂n mod asem�an�ator, obt�inem pentru I2 (tg y = z):I2 = Z 10 sin (a� b)z + 
os (a� b)z2 + 1 dz � sin b � sin (a� b) Z 10 dzz sin b+ 
os b == 12 sin (a� b) ln (z2 + 1)���10 + 
os (a� b) ar
tg z���10 � sin (a� b) ln jz sin b + 
os bj���10 == 12 sin (a� b) ln 2 + 
os (a� b) � �4 � sin (a� b) ln �����sin b + 
os b
os b �����.Rezult�a:I = I1 + I2 = �2 
os (a� b) + sin (a� b) ln �����
os b+ sin bsin b � 
os b
os b + sin b ����� == �2 
os (a� b) + sin (a� b) ln j
tg bj.14. S�a se 
al
uleze integrala:I = Z 10 ln (1 + x)1 + x2 dx,folosind s
himbarea de variabil�a x = tg'.Rezolvare. Pentru x = tg'; dx = d'
os2' = (1 + tg2') d'; x = 0 ) ' = 0;x = 1) ' = '4 . Rezult�a:I = Z �=40 ln (1 + tg') d'.Folosind formula 1 + tg' = p2 sin ��4 + '�
os' , dedu
em:I = Z �=40 ln p2 sin ��4 + '�
os' d' = �4 lnp2+Z �=40 ln sin��4 + '� d'�Z �=40 ln 
os'd' == �8 ln 2 + Z �=40 ln sin��4 + '� d'� Z �=40 ln 
os'd'.În integrala Z �=40 ln sin��4 + '� d' fa
em s
himbarea de variabil�a �4 � ' = t, de
i' = �4 � t. Obt�inem:



52 Capitolul 1I = �8 ln 2 + Z �=40 ln sin��2 � t� dt� Z �=40 ln 
os'd' = �8 ln 2 + Z �=40 ln 
os t dt�� Z �=40 ln 
os'd' = �8 ln 2.De
i I = �8 ln 2.15. S�a se 
al
uleze integralele:Jm = Z �=20 sinmx dx; J 0m = Z �=20 
osmx dx; m 2 IN .Rezolvare. Avem:Jm = � Z �=20 sinm�1x (
os x)0 dx = �sinm�1x 
os x����=20 + (m� 1) Z �=20 sinm�2x 
os2x dx == (m� 1) Z �=20 sinm�2x dx� (m� 1) Z �=20 sinmx dx.De
i Jm = (m� 1)Jm�2 � (m� 1)Jm, de unde rezult�a relat�ia de re
urent��a:Jm = m� 1m Jm�2.Pentru m = 2n avem J2n = Z �=20 sin2nx dx = (2n� 1)(2n� 3) � � �3 � 12n(2n� 2) � � �4 � 2 J0, undeJ0 = Z �=20 dx = �2 . De
i:J2n = 1 � 3 � � � (2n� 1)2 � 4 � � � (2n) � �2 .Pentru m = 2n + 1 avem J2n+1 = Z �=20 sin2n+1x dx = 2n(2n� 2) � � �2(2n + 1)(2n� 1) � � �3J1, undeJ1 = Z �=20 sinx dx = � 
os x����=20 = 1. De
i:J2n+1 = 2 � 4 � � � (2n)1 � 3 � � � (2n+ 1).Deoare
e J 0m = Z �=20 
osmx dx �=2�x=y= Z �=20 sinmy dy, rezult�a 
�a:Z �=20 sinmx dx = Z �=20 
osmx dx = 8>><>>: (m� 1)!!m!! � �2 ; pentru m par (� 2);(m� 1)!!m!! ; pentru m impar (� 1);unde m!! = 8<: 2 � 4 � � �m; da
�a m este par;1 � 3 � � �m; da
�a m este impar; se nume�ste semifa
toriala num�aruluim; m 2 IN�.Pentru m = 0; J0 = J 00 = �2 .16. Folosind inegalit�at�ile:sin2n+1x < sin2nx < sin2n�1x; 8 x 2 �0; �2� ; n 2 IN��si Problema 15 s�a se demonstreze 
�a:limn!1 " (2n)!!(2n� 1)!!#2 � 12n+ 1 = �2 ,



Integrale de�nite 53(formula lui Wallis).Rezolvare. Integr�am �sirul de inegalit�at�i din enunt�ul problemei pe intervalul (0; �=2).Obt�inem:Z �=20 sin2n+1x dx < Z �=20 sin2nx dx < Z �=20 sin2n�1x dx.Conform Problemei 15 inegalit�at�ile de mai sus ne 
ondu
 la:(2n)!!(2n+ 1)!! < (2n� 1)!!(2n)!! � �2 < (2n� 2)!!(2n� 1)!! sau(1) " (2n)!!(2n� 1)!!#2 � 12n + 1 < �2 < " (2n)!!(2n� 1)!!#2 � 12n:Diferent�a dintre 
ele dou�a expresii de la extremit�at�ile relat�iei (1) este:" (2n)!!(2n� 1)!!#2� 12n � 12n+ 1�= 12n(2n+ 1)" (2n)!!(2n� 1)!!#2 = 2 � 4 � � � (2n)3 � 5 � � � (2n+ 1)!22n+ 12n << 2n+ 12n � 42n+ 2 ! 0; pentru n!1,(am folosit inegalitatea 2 � 4 � � �2n3 � 5 � � � (2n+ 1) < 2p2n+ 2 ; 8n 2 IN�).Rezult�a 
�a �2 este limita 
omun�a a 
elor dou�a expresii de la extremit�at�ile relat�iei (1).De
i:�2 = limn!1 " (2n)!!(2n� 1)!!#2 � 12n+ 1 sau �2 = limn!1 2 � 2 � 4 � 4 � � �2n � 2n3 � 3 � 5 � 5 � � � (2n� 1)(2n� 1)(2n+ 1).Observat�ie. Formula lui Wallis are un interes deosebit din pun
t de vedere istori
, ea�ind prima reprezentare a num�arului � sub form�a de limit�a a unui �sir de numere rat�ionale,u�sor de 
al
ulat.17. S�a se arate 
�a:a) Sn = Z 10 (1� x2)n dx = 22n � (n!)2(2n+ 1)! ; n 2 IN .b) limn!1Sn = 0:Rezolvare. a) Avem:Sn = Z 10 (1� x2)n dx = Z 10 (1� x2)n�1 � (1� x2) dx = Z 10 (1� x2)n�1 dx�� Z 10 (1� x2)n�1 � x2 dx = Sn�1 + 12n � Z 10 [(1� x2)n℄0 � x dx = Sn�1 + 12nx(1� x2)n���10�� 12n Z 10 (1� x2)n dx = Sn�1 � 12nSn; 8n � 1:De
i Sn = 2n2n + 1Sn�1.Rezult�a 
�a Sn = 2n � (2n� 2) � � �2(2n+ 1)(2n� 1) � � �3S0; 8n � 1, unde S0 = Z 10 dx = 1: De
i:Sn = (2n)!!(2n+ 1)!! = 22n � (n!)2(2n + 1)! ; 8n 2 IN .



54 Capitolul 1b) Deoare
e:0 < (2n)!!(2n+ 1)!! = 2 � 4 � � �2n3 � 5 � � � (2n+ 1) < 2p2n+ 2 ;rezult�a 
�a limn!1Sn = 0.18. Folosind Problema 15 s�a se 
al
uleze:In = limt!1t<1 Z t0 xnp1� x2 dx; n 2 IN .Rezolvare. Not�am x = sin y ) dx = 
os y dy. Atun
i:It;n = Z t0 xnp1� x2 dx = Z ar
sin t0 sinny
os y � 
os y dy = Z ar
sin t0 sinny dy.Rezult�a 
�a:In = limt!1t<1 Z ar
sint0 sinny dy = Z �=20 sinny dy = 8>><>>: (n� 1)!!n!! � �2 ; pentru n par; n � 2;(n� 1)!!n!! ; pentru n impar; n � 1;
u observat�ia 
�a pentru n = 0; I = �2 .19. S�a se arate 
�a:Im;n = limt!0t>0 Z 1t xm � (lnx)n dx = (�1)n n!(m + 1)n+1 ; n; m 2 IN .Rezolvare. Avem:It;m;n = Z 1t xm(lnx)n dx = 1m + 1 Z 1t (xm+1)0(lnx)n dx = 1m+ 1xm+1(lnx)n���1t�� nm + 1 Z 1t xm+1x (lnx)n�1 dx = � tm+1m + 1(ln t)n � nm+ 1It;m;n�1.De
i:It;m;n = � tm+1m + 1(ln t)n� nm + 1 "� tm+1m + 1(ln t)n�1 � n� 1m+ 1It;m;n�2# = � tm+1m + 1(ln t)n++ ntm+1(m+ 1)2 (ln t)n�1 + n(n� 1)(m + 1)2 It;m;n�2 = � tm+1m + 1(ln t)n + n(m + 1)2 tm+1(ln t)n�1��n(n� 1)(m + 1)3 tm+1(ln t)n�2 + � � �+ (�1)n�1n(n� 1) � � �2(m+ 1)n tm+1(ln t) + (�1)n n!(m+ 1)n It;m;0.Dar: It;m;0 = Z 1t xm dx = 1m + 1xm+1���1t = 1m+ 1(1� tm+1):De
i:limt!0t>0 It;m;n = limt!0t>0 "� tm+1m + 1(ln t)n+ n(m+ 1)2 tm+1(ln t)n�1+� � �+(�1)n�1 n!(m + 1)n tm+1 ln t++ (�1)nn!(m+ 1)n+1 (1� tm+1)# = (�1)nn!(m+ 1)n+1 ; 8m; n 2 IN;(̂�n paranteza p�atrat�a de mai sus avem un num�ar �nit de termeni (n + 1), de
i putemtre
e la limit�a �̂n �e
are, iar limitele primilor n termeni, pentru t! 0; t > 0, sunt 0:limt!0t>0 tm+1(ln t)k = 0; k = 1; n; m 2 IN .)



Integrale de�nite 5520. Fie f : IR+ ! IR+ o fun
t�ie 
ontinu�a, stri
t 
res
�atoare 
u f(0) = 0. Atun
ipentru 8 a 2 IR+ �si b 2 f(IR+) � IR+ s�a se demonstreze inegalitatea:ab � Z a0 f(x) dx+ Z b0 f�1(y) dy;(inegalitatea lui Young).Rezolvare. Not�am 
u S1 = Z a0 f(x) dx �si S2 = Z b0 f�1(y) dy. Cantit�at�ile de maisus reprezint�a aria domeniului plan m�arginit de axa Ox, gra�
ul fun
t�iei f �si dreptelex = 0 �si x = a, respe
tiv aria domeniului plan m�arginit de axa Ox, gra�
ul fun
t�iei f�1�si dreptele x = 0 �si x = b (vezi Figura 1.2.2).
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Figura 1.2.2Pun
tele A �si B din Figura 1.2.2 au 
oordonatele A(b; f�1(b)) �si B(f�1(b); b). Ariatriunghiului 
urbiliniu OCA (S2) este egal�a 
u aria triunghiului 
urbiliniu OBE. Din�gura de mai sus se vede 
�a suma ariilor triunghiurilor 
urbilinii OFD �si OBE este maimare de
ât aria dreptunghiului OFGE, de
i:S1 + S2 � ab sau Z a0 f(x) dx+ Z b0 f�1(y) dy � ab.21. Fie a; b 2 IR; p; q 2 IR; p > 1 
u 1p + 1q = 1. S�a se demonstreze inegalitatea:jabj � jajpp + jbjqq .Rezolvare. Presupunem, f�ar�a a restrânge generalitatea problemei, 
�a a � 0; b � 0.Consider�am � > 0 �si fun
t�ia f : IR+ ! IR; f(x) = x�. A
east�a fun
t�ie este 
ontinu�a,stri
t 
res
�atoare pe IR+ �si f(0) = 0. Conform Problemei 20 obt�ine inegalitatea:ab � Z a0 x� dx+ Z b0 y1=� dy sau ab � a�+1� + 1 + b�+1��+1� .



56 Capitolul 1Lu�am � = p� 1) � + 1 = p; � + 1� = pp� 1 = q. Rezult�a astfel inegalitatea:ab � app + bqq .22. S�a se arate 
�a pentru dou�a fun
t�ii f; g : [a; b℄! IR integrabile pe [a; b℄, p; q 2 IR+;p > 1; 1p + 1q = 1 are lo
 inegalitatea:Z ba jf(x)g(x)j dx �  Z ba jf(x)jp dx!1=p �  Z ba jg(x)jq dx!1=q,(inegalitatea lui H�older).Rezolvare. Da
�a Z ba jf(x)jp dx = 0 sau Z ba jg(x)jq dx = 0 dedu
em, 
onform Teore-mei 1.2.6 
�a 9A � [a; b℄ 
u m (A) = 0 a.̂�. f(x) = 0 sau g(x) = 0; 8 x 2 [a; b℄nA. Rezult�aatun
i 
�a (f � g)(x) = 0; 8 x 2 [a; b℄ n A, de
i Z ba jf(x) � g(x)j dx = 0. Astfel �̂n a
est 
azinegalitatea din enunt� este veri�
at�a.Presupunem a
um 
�a Z ba jf(x)jp dx > 0 �si Z ba jg(x)jq dx > 0. Not�am 
u:� = jf(x)j Z ba jf(x)jp dx!1=p �si � = jg(x)j Z ba jg(x)jq dx!1=q .Folosim inegalitatea din Problema 21, 
u a = � �si b = �. Rezult�a �� � �pp + �qq ,jf(x)j � jg(x)j Z ba jf(x)jp dx!1=p �  Z ba jg(x)jq dx!1=q � jf(x)jpp Z ba jf(x)jp dx + jg(x)jqq Z ba jg(x)jq dx .Integrând inegalitatea de mai sus pe intervalul [a; b℄ obt�inem:Z ba jf(x)j � jg(x)j dx Z ba jf(x)jp dx!1=p �  Z ba jg(x)jq dx!1=q � Z ba jf(x)jp dxp Z ba jf(x)jp dx + Z ba jg(x)jq dxq Z ba jg(x)jq dx| {z }1, Z ba jf(x)g(x)j dx �  Z ba jf(x)jp dx!1=p �  Z ba jg(x)jq dx!1=q.Observat�ie. Pentru p = q = 2 obt�inem inegalitatea lui Buniakowski: Z ba jf(x)g(x)j dx!2 �  Z ba jf(x)j2 dx! �  Z ba jg(x)j2 dx!.23. Fie f; g : [a; b℄ ! IR dou�a fun
t�ii integrabile pe [a; b℄, iar p 2 IR; p � 1: S�a sedemonstreze inegalitatea: Z ba jf(x) + g(x)jp dx!1=p �  Z ba jf(x)jp dx!1=p +  Z ba jg(x)jp dx!1=p,(inegalitatea lui Minkowski).



Integrale de�nite 57Rezolvare. Da
�a p = 1 inegalitatea este evident�a:Z ba jf(x) + g(x)j dx � Z ba jf(x)j dx+ Z ba jg(x)j dx.De asemenea da
�a Z ba jf(x) + g(x)jp dx = 0 atun
i inegalitatea este adev�arat�a:0 �  Z ba jf(x)jp dx!1=p +  Z ba jg(x)jp dx!1=p.Putem presupune �̂n 
ontinuare 
�a p > 1 �si Z ba jf(x) + g(x)jp dx > 0. Atun
i:jf(x) + g(x)jp = jf(x) + g(x)jp�1 � jf(x) + g(x)j � jf(x)j � jf(x) + g(x)jp�1++jg(x)j � jf(x) + g(x)jp�1.Integr�am inegalitatea de mai sus pe intervalul [a; b℄:Z ba jf(x) + g(x)jp dx � Z ba jf(x)j � jf(x) + g(x)jp�1 dx+ Z ba jg(x)j � jf(x) + g(x)jp�1 dx.Pentru �e
are dintre termenii din membrul drept al inegalit�at�ii obt�inute apli
�am inegali-tatea lui H�older. Obt�inem:Z ba jf(x) + g(x)jp dx �  Z ba jf(x)jp dx!1=p �  Z ba jf(x) + g(x)j(p�1)q dx!1=q ++ Z ba jg(x)jp dx!1=p �  Z ba jf(x) + g(x)j(p�1)q dx!1=q,unde 1q = 1� 1p .Rezult�a:Z ba jf(x) + g(x)jp dx �  Z ba jf(x)jp dx!1=p �  Z ba jf(x) + g(x)jp dx!1=q ++ Z ba jg(x)jp dx!1=p �  Z ba jf(x) + g(x)jp dx!1=q.Împ�art�ind inegalitatea de mai sus prin  Z ba jf(x) + g(x)jp dx!1=q, avem: Z ba jf(x) + g(x)jp dx!1=p �  Z ba jf(x)jp dx!1=p +  Z ba jg(x)jp dx!1=p,adi
�a inegalitatea dorit�a.Observat�ie. Pentru p = 2 inegalitatea devine: Z ba jf(x) + g(x)j2 dx!1=2 �  Z ba f 2(x) dx!1=2 +  Z ba g2(x) dx!1=2.24. S�a se 
al
uleze ariile m�arginite de urm�atoarele 
urbe de e
uat�ii:a) y2 = 8(2� x); y2 = 24(2 + x); b) y = 2x� x2; x+ y = 0;
) y = e�x sinx; y = 0; x � 0.Rezolvare. a) Reprezentând gra�
 
ele dou�a fun
t�ii obt�inem Figura 1.2.3. Inter-se
tând 
ele dou�a parabole obt�inem pun
tele C(�1; 2p6); D(�1;�2p6).



58 Capitolul 1Aria �gurii 
uprins�a �̂ntre parabole este:S = 2(SBCE + SECA) = 2 Z �1�2 2p6 � p2 + x dx+ 2 Z 2�1 2p2 � p2� x dx == 4p6 � 23(x+ 2)3=2����1�2 � 4p2 � 23(2� x)3=2���2�1 = 8p63 + 8p23 � 3p3 = 32p63 .b) Reprezent�am gra�
 
ele dou�a fun
t�ii. Obt�inem Figura 1.2.4.Aria domeniului delimitat de 
ele dou�a 
urbe este:S = Z 30 (2x� x2 + x) dx = Z 30 (3x� x2) dx =  3x22 � x33 ! �����30 = 92.

Figura 1.2.3
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Figura 1.2.4
) Reprezentând gra�
 fun
t�ia y = e�x sin x; x � 0 obt�inem Figura 1.2.5.
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Figura 1.2.5
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Avem S = 1Xk=0 Z 2k�+�2k� e�x sinx dx� Z 2k�+2�2k�+� e�x sin x dx!.Deoare
e:Z 2k�+�2k� e�x sinx dx = �e�x sinx���2k�+�2k� + Z 2k�+�2k� e�x 
os x dx = �e�x 
os x���2k�+�2k� �� Z 2k�+�2k� e�x sinx dx,rezult�a 
�a: Z 2k�+�2k� e�x sin x dx = 12 �e�(2k�+�) + e�2k��.Apoi:Z 2k�+2�2k�+� e�x sinx dx = �e�x sinx���2k�+2�2k�+� + Z 2k�+2�2k�+� e�x 
os x dx = �e�x 
os x���2k�+2�2k�+� �



Integrale de�nite 59� Z 2k�+2�2k�+� e�x sin x dx,de unde rezult�a 
�a: Z 2k�+2�2k�+� e�x sin x dx = 12 �e�(2k�+2�) + e�(2k�+�)� :Obt�inem astfel:S = 1Xk=0 12 �e�(2k�+2�) + 2e�(2k�+�) + e�2k�� = 12e�2� 1Xk=0 e�2k�+e�� 1Xk=0 e�2k�+ 12 1Xk=0 e�2k�.Deoare
e 1Xk=0 e�2k� = limk!1 1� e�2k�1� e�2� = 11� e�2� = e2�e2� � 1,rezult�a 
�a:S = 12 � 1e2� � 1 + e�e2� � 1 + 12 � e2�e2� � 1 = (e� + 1)22(e2� � 1) = e� + 12(e� � 1) = 12
th �2 .25. S�a se 
al
uleze aria domeniului m�arginit de gra�
ul fun
t�iei f : h0; 3�4 i ! IR,f(x) = 
os x1 + 
os x , axa Ox �si dreptele de e
uat�ii x = 0; x = 3�4 :Rezolvare. Aria domeniului este:S = Z 3�=40 ���� 
os x1 + 
os x ���� dx = Z �=20 
os x1 + 
os x dx� Z 3�=4�=2 
os x1 + 
os x dx.Vom 
al
ula integrala nede�nit�a Z 
os x1 + 
os x dx. Fa
em s
himbarea de variabil�atg x2 = t ) x = 2ar
tg t; dx = 21 + t2 dt. Obt�inem:Z 1� t21 + t2 � 11 + 1�t21+t2 � 21 + t2 dt = Z 1� t21 + t2 dt = �t+ 2 Z dtt2 + 1 = �t++2ar
tg t + C = �tg x2 + 2ar
tg tg x2 + C.Rezult�a 
�a o primitiv�a a fun
t�iei 
os x1 + 
os x este F (x) = �tg x2 + 2ar
tg tg x2 . Atun
i:S = F ��2�� F (0)� F �3�4 �+ F ��2� = 2��1 + �2�� ��tg3�8 + 2ar
tg tg3�8 � == �2 + tg 3�8 + �4 .26. S�a se 
al
uleze volumele 
orpurilor m�arginite de suprafet�ele obt�inute rotindurm�atoarele 
urbe �̂n jurul axei Ox:a) f(x) = q(x� a)(b� x)x ; a � x � b; a; b > 0;b) f(x) = sinx; y = 0; 0 � x � �; 
) f(x) = e�xpsin x; x � 0.Rezolvare. a) Avem:V = � Z ba (x� a)(b� x)x2 dx = � Z ba �x2 + (a+ b)x� abx2 dx = ��(b� a) + �(b++a) lnx���ba + ab�x ����ba = ��(b� a) + �(b+ a) ln ba + ab� �1b � 1a� = �(b+ a) ln ba � �b+ �a++�a� �b = �(b+ a) ln ba + 2�(a� b).



60 Capitolul 1b) V = � Z �0 sin2x dx = 2� Z �=20 sin2x dx = 2� Z �=20 1� 
os 2x2 dx = � (x��12 sin 2x� �����=20 = �22 .
) V = � 1Xk=0 Z 2k�+�2k� e�2x sin x dx; (sinx � 0).Deoare
e:Z 2k�+�2k� e�2x sinx dx = �12e�2x sinx����2k�+�2k� + 12 Z 2k�+�2k� e�2x 
os x dx = �14e�2x 
os x����2k�+�2k� ��14 Z 2k�+�2k� e�2x sinx dx,rezult�a 
�a Z 2k�+�2k� e�2x sinx dx = 15 �e�2� + 1� e�4k�.De
i: V = �5 (e�2� + 1) 1Xk=0 e�4k� = �5 (e�2� + 1) e4�e4� � 1 = �e2�5(e2� � 1).27. S�a se 
al
uleze lungimile gra�
elor fun
t�iilor:a) f(x) = ln 11� x2 ; 0 � x � 23; b) f(x) = ln 
os x; 0 � x � a < �2 .Rezolvare. a) Derivata fun
t�iei f este: f 0(x) = 2x(1� x2)2 � (1 � x2) = 2x1� x2 .Rezult�a:l(f) = Z 2=30 vuut1 + 4x2(1� x2)2 dx = Z 2=30 1 + x21� x2 dx = �x���2=30 � 22 ln ����x� 1x+ 1 ���� �����2=30 == �23 � ln �����2=3� 12=3 + 1 ����� = �23 + ln 5.b) Derivata fun
t�iei f este f 0(x) = �tg x. Avem:l(f) = Z a0 q1 + tg2x dx = Z a0 dx
os x .Not�am tg x2 = t ) x = 2ar
tg t; dx = 21 + t2 dt. Pentru x = 0 ) t = 0, pentrux = a ) t = tg a2. Rezult�a:l(f) = Z tg a20 1 + t21� t2 � 2 dt1 + t2 = �2 Z tg a20 dtt2 � 1 = � ln ����t� 1t+ 1 ���� �����tg a20 = ln 1 + tg a21� tg a2 == ln tg��4 + a2�.28. S�a se 
al
uleze ariile suprafet�elor de rotat�ie obt�inute prin rotirea urm�atoarelor
urbe �̂n jurul axei Ox:a) f(x) = 13paqx(3a� x)2; 0 � x � 3a; a > 0; b) f(x) = tg x; 0 � x � �4 .Rezolvare. a) Derivata fun
t�iei f este:f 0(x) = 13pa � (3a� x)2 � 2x(3a� x)2qx(3a� x)2 = 13pa � 3x2 � 12ax+ 9a22qx(3a� x)2 = (x� a)(x� 3a)2pa � px � (3a� x) == a� x2pax .



Integrale de�nite 61Rezult�a:A(f) = 2� Z 3a0 13papx(3a� x)s1 + (a� x)24ax dx = 2�3pa Z 3a0 (3a� x)(a+ x)2pa dx == �3a Z 3a0 (3a2 + 2ax� x2) dx = 3�a2.b) Derivata lui f este f 0 = 1
os2x . Avem:A(f) = 2� Z �=40 tgx �s1 + 1
os4x dx = �2� Z �=40 (
os x)0
os x �s1 + 1
os4x dx 
os x=y== 2� Z 1p2=2 p1 + y4y3 dy = � Z 1p2=2(y2)0p1 + y4y4 dy y2=z= � Z 11=2 p1 + z2z2 dz:Pentru a 
al
ula integrala obt�inut�a fa
em s
himbarea de variabil�a p1 + z2 = z + u) z = 1� u22u ; dz = �u2 � 12u2 du. Pentru z = 12 ) u2 = p5� 12 , iar pentru z = 1 )u1 = p2� 1. Obt�inem:A(f) = � Z u2u1 (u2 + 1)2u(u2 � 1)2 du.Fra
t�ia (u2 + 1)2u(u2 � 1)2 se des
ompune �̂n fra
t�ii simple astfel:(u2 + 1)2u(u2 � 1)2 = Au + Bu� 1 + C(u� 1)2 + Du+ 1 + E(u+ 1)2) A(u2�1)2+Bu(u�1)(u+1)2+Cu(u+1)2+Du(u�1)2(u+1)+Eu(u�1)2 = (u2+1)2) A+B +D = 1; B + C �D + E = 0; �2A� B + 2C �D � 2E = 2;�B + C +D + E = 0; A = 1.Rezult�a A = 1; B = 0; C = 1; D = 0; E = �1. De
i:A(f) = � Z u2u1 duu + � Z u2u1 du(u� 1)2 � � Z u2u1 du(u+ 1)2 = �� ln juj � 2�u2 � 1� �����u2u1 == � ln (p5� 1)2(p2� 1)� 4�1�p5+ �1�p2 = � ln (p5� 1)(p2 + 1)2 +4�(p5 + 1)4 ��(p2 + 1)1 == � ln (p5� 1)(p2 + 1)2 + �(p5�p2):29. S�a se g�aseas
�a 
oordonatele 
entrelor de greutate ale suprafet�elor m�arginite de
urbele:a) y = 0; y = p1� x2; x = 0; x = 1; b) ax = y2; ay = x2; a > 0.Rezolvare. a) Avem:xG = Z 10 xp1� x2 dxZ 10 p1� x2 dx ; yG = 12 Z 10 (1� x2) dxZ 10 p1� x2 dx .Cal
ul�am integralele 
are apar �̂n 
ele dou�a formule de mai sus:



62 Capitolul 1Z 10 xp1� x2 dx = �12 Z 10 (1� x2)0p1� x2 dx = �12 � 23(1� x2)3=2�����10 = 13 ;12 Z 10 (1� x2) dx = 13 ;Z 10 p1� x2 dx = Z 10 dxp1� x2 � Z 10 x2p1� x2 dx = ar
sinx���10 + Z 10 (p1� x2)0 � x dx == �2 + xp1� x2���10 � Z 10 p1� x2 dx ) Z 10 p1� x2 dx = �4 .De
i xG = 1=3�=4 = 43� ; yG = 1=3�=4 = 43� .b) Reprezentând gra�
 
ele dou�a 
urbe, obt�inem Figura 1.2.6.
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Figura 1.2.6Avem:xG = Z a0 x pax� x2a ! dxZ a0  pax� x2a ! dx ; yG = 12 Z a0  ax� x4a2! dxZ a0  pax� x2a ! dx .Rezult�a atun
i:xG = Z a0 �a1=2x3=2 � a�1x3� dxZ a0 �a1=2x1=2 � a�1x2� dx = �25a1=2x5=2 � 14a�1x4� ���a0�23a1=2x3=2 � 13a�1x3� ���a0 = 25a3 � 14a323a2 � 13a2 = 9a20�si yG = 12 �12ax2 � 15a�2x5� ���a013a2 = 9a20.De
i xG = yG = 9a20.30. S�a se 
al
uleze valoarea aproximativ�a a integralei:I = Z 10 sinpx dx
u ajutorul formulelor dreptunghiurilor �si a trapezelor pentru n = 4 �si apoi 
u ajutorulformulei lui Simpson 
u n = 2. S�a se 
ompare rezultatele obt�inute 
u valoarea exa
t�a a



Integrale de�nite 63integralei.Rezolvare. Avem:x0 = 0 < x1 = 14 < x2 = 12 < x3 = 34 < x4 = 1; h = 14 ; f(x) = sinpx.Apli
ând formula dreptunghiurilor, obt�inem:Z 10 sinpx dx ' 14 �f(0) + f �14� + f �12�+ f �34�� ' 0; 47271:Apli
ând formula trapezelor, obt�inem:Z 10 sinpx dx ' 18 �f(0) + f(1) + 2 �f �14�+ f �12�+ f �34��� ' 0; 57789:Apli
ând formula lui Simpson 
u n = 2, obt�inem:Z 10 sinpx dx ' 112 �f(0) + f(1) + 4 �f �14� + f �34��+ 2f �12�� ' 0; 59212:Valoarea exa
t�a a integralei este:I = Z 10 sinpx dx px=y= Z 10 2y sin y dy = � Z 10 2y(
os y)0 dy = �2y 
os y���10++2 Z 10 
os y dy = �2 
os 1 + 2 sin 1 ' 0; 60234:Erorile 
omise prin aproximarea integralei 
u 
ele trei formule de mai sus sunt:"1 = 0; 12963; "2 = 0; 02445 �si resp. "3 = 0; 01022:31. S�a se 
al
uleze Z 10 ex2 dx 
u o aproximat�ie de 0; 001 folosind metoda lui Simpson.Rezolvare. S�a 
onsider�am fun
t�ia f(x) = ex2 ; x 2 [0; 1℄. Cal
ul�am derivatele lui fpân�a la ordinul al patrulea:f 0(x) = 2xex2 ; f 00(x) = (2+4x2)ex2; f 000(x) = (12x+8x3)ex2; f (4)(x) = (12+48x2++16x4)ex2.Avem M3 = supx2[0;1℄ jf (4)(x)j = f (4)(1) = 76e. Pentru a determina n din formula luiSimpson a.̂�. eroarea s�a �e mai mi
�a de
ât 10�3 impunem 
ondit�ia:76 e180n4 � 10�3 , n4 � 3800 e9 ) n � 5; 8.Rezult�a n = 6. De
i vom �̂mp�art�i intervalul [0; 1℄ �̂n 2n = 12 intervale egale obt�inânddiviziunea:x0 = 0 < x1 = 112 < x2 = 16 < x3 = 14 < x4 = 13 < x5 = 512 < x6 = 12 < x7 = 712 << x8 = 23 < x9 = 34 < x10 = 56 < x11 = 1112 < x12 = 1.Conform formulei lui Simpson, obt�inem:I = Z 10 ex2 dx ' 16 � 6 �f(0) + f(1) + 4 �f � 112�+ f �14� + f � 512�+ f � 712�++f �34�+ f �1112��+ 2 �f �16�+ f �13�+ f �12�+ f �23�+ f �56��� ' 1; 46266:De
i I ' 1; 463:



64 Capitolul 1PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE32. S�a se arate 
u ajutorul de�nit�iei 
�a fun
t�ia f(x) = 
os x este integrabil�a pe ori
einterval [a; b℄ � IR �si:Z ba 
os x dx = sin b� sin a.33. S�a se 
er
eteze integrabilitatea fun
t�iei f : [0; 1℄! IR;f(x) = 8<: x; da
�a x 2 [0; 1℄ \Q;�x; da
�a x 2 [0; 1℄ \ (IR nQ):34. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale:a) Z 10 x2p1� x2 dx; b) Z ln 20 pex � 1 dx; 
) Z �=40 dx
os x+ 
os3x ; d) Z e1 ln3x dx;e) Z 32 dx(x+ 1)px2 � 1; f) Z 30 dx(x2 + 3)5=2 ; g) Z a0 dxx +pa2 � x2 ; a > 0;h) Z 10 q(1� x2)3 dx; i) Z �=20 sin (x + a) 
os (x+ b) dx; a; b 2 IR.35. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale:a) Z 20 dxx2 + ax + 4 ; a � 0; b) Z 2�2 jx2 � 1j dx; 
) Z 2e1 j lnx� 1j dx;d) Z �=4�=6 dxsinx 
os x + sin3x ; e) Z ap70 x3 dx3pa2 + x2 ; a > 0; f) Z 20 dxpx+ 1 +q(x + 1)3 ;g) Z �=20 dx1 + 16sin2x ; h) Z 21 dxjex � aj+ 3 ; a 2 IR; i) Z 31 dxjx� aj+ 1 ; a 2 IR;j) Z 32 dxx2 + 2x sin� + 14 ; � 2 �0; �2 �.36. S�a se 
al
uleze sumele Darboux aso
iate urm�atoarelor fun
t�ii �si diviziuni:a) f : [1; 2℄! IR; f(x) = x1 + x2 ; unde �1 = �1; 98 ; 76 ; 54 ; 32 ; 2� ; �2 = �1; 76 ; 32 ; 2�.b) f : [�1; 1℄! IR; f(x) = e2x; 
u �1 = ��1;�12 ; 0; 12 ; 1� ; �2 = (�1; 0; 1).37. S�a se 
al
uleze, 
u ajutorul integralelor de�nite, limitele urm�atoarelor �siruri:a) Sn = 1n2 e 1n2 + 2n2 e 4n2 + � � �+ n� 1n2 e (n�1)2n2 + nn2 en2n2 ;b) Sn = n " 1(n+ 1)2 + 1(n + 2)2 + � � �+ 1(2n)2 #;
) Sn = 1n5 h1 + 24 + 34 + � � �+ (n� 1)4 + n4i;d) Sn = 1n 24s1 + 1n2 +s1 + 4n2 + � � �+s1 + (n� 1)2n2 +s1 + n2n235;e) Sn = 1n nXk=1 tg2k�3n ; f) Sn = 1n4 nXk=1 k2 3pk3 + n3;



Integrale de�nite 65g) Sn = nXk=1 n(2n+ k)q(2n+ k)k .38. S�a se 
al
uleze:a) Z 10 f(x) dx; unde f(x) = 8><>: x; da
�a 0 � x � t;t � 1� x1� t ; da
�a t � x � 1:b) Z 60 E[x℄ � sin �x6 dx; 
) Z �0 x � sgn (
os x) dx; d) Z 10 sgn (sin (lnx)) dx.39. F�ar�a a 
al
ula integralele, s�a se demonstreze urm�atoarele inegalit�at�i:a) Z 102 x ar
tgx dx > Z 102 ln (1 + x2) dx; b) Z �=20 e� sinx dx � �2 ;
) 13 � Z 74 x� 3x+ 5 dx � 1; d) 163 � Z 64 x2x + 2 dx � 9.40. Se 
onsider�a �sirul:sn = Z 11=10n+1 E �lg 1x� dx.S�a se arate 
�a limn!1 sn = 19.41. S�a se arate 
�a:Z 11=n xE �1x� dx = 12 �1 + 122 + � � �+ 1n2�� 12n .42. Fie Im;n = Z 10 xm(1� x)n dx. S�a se arate 
�a:Im;n = m!n!(m + n+ 1)! .43. S�a se 
al
uleze:In = Z �=40 tg2nx dx.44. S�a se arate 
�a:a) lim�!0 Z �=2� sin 2nxsinx dx = 2 "1� 13 + 15 � � � �+ (�1)n�12n� 1 #;b) lim�!0�>0 Z �=2� sin (2n+ 1)xsinx dx = �2 .45. S�a se 
al
uleze:a) aria domeniului m�arginit de gra�
ul fun
t�iei:f(x) = 1(x+ 1)px2 + 1,de axa Ox �si dreptele de e
uat�ii x = 0 �si x = 0; 75.b) aria domeniului m�arginit de 
urba 
are are e
uat�ia x2y2 = 4(x�1) �si dreapta 
aretre
e prin pun
tele ei de in
exiune.46. Interiorul elipsei de e
uat�ie x24 + y2 = 1 este desp�art�it de hiperbola de e
uat�iex22 � y2 = 1 �̂n trei regiuni. S�a se 
al
uleze aria �e
�areia dintre ele.47. S�a se 
al
uleze aria mult�imii 
uprins�a �̂ntre parabolele y2 = 8x �si x2 = y.



66 Capitolul 148. S�a se 
al
uleze volumele 
orpurilor m�arginite de suprafet�ele obt�inute rotindurm�atoarele 
urbe �̂n jurul axei Ox:a) y = a2 �exa + e�xa� ; x 2 [0; a℄; b) y = sx(x� 3)x� 4 ; x 2 [0; 3℄;
) y = b�xa�2 ; y = b ����xa ����.49. S�a se 
al
uleze lungimile 
urbelor 
are au e
uat�iile:a) y = x3=2; x 2 [0; 4℄; b) y = p2px; x 2 [1; 5℄; p > 0; 
) x2=3 + y2=3 = a2=3.50. S�a se 
al
uleze ariile suprafet�elor de rotat�ie obt�inute prin rotirea urm�atoarelor
urbe �̂n jurul axei Ox:a) y = xrx3 ; x 2 [0; 3℄; b) y = 
os �x4 ; jxj � 2; 
) y = q2px; x 2 [0; 2℄; p > 0.51. S�a se determine 
oordonatele 
entrului de greutate al urm�atoarei pl�a
i planeomogene: A = f(x; y); 0 � y � sinx; 0 � x � �g.52. S�a se 
al
uleze 
oordonatele 
entrului de greutate pentru �gura m�arginit�a de
urba �̂n
his�a 
are are e
uat�ia y2 = ax3 � x4; a > 0.53. S�a se 
al
uleze valorile aproximative ale urm�atoarelor integrale:a) Z �=20 s1� 14sin2x dx; folosind metoda dreptunghiurilor �si metoda trapezelor 
un = 6;b) Z �0 p3 + 
os x dx; folosind metoda lui Simpson 
u n = 3.54. S�a se 
al
uleze:4 Z 10 dx1 + x2 �= ��;
u aproximat�ie de 0; 001 folosind metoda lui Simpson, dedu
ându-se astfel num�arul � 
utrei ze
imale exa
te.



Capitolul 2S�IRURI S�I SERII DE FUNCT�II
x1. S�IRURI DE FUNCT�IIS�irul de fun
t�ii (fn)n2IN , (sau (fn)n2IN�), fn : A ! IR; A � IR; n 2 IN , 
onvergepun
tual la fun
t�ia f : A ! IR da
�a pentru 8 x 2 A, fn(x) ! f(x), pentru n ! 1.Not�am fn p! f; pe A, n!1.S�irul (fn)n2IN ; fn : A! IR; n 2 IN , 
onverge pun
tual la fun
t�ia f : A! IR da
a:8 x 2 A �si 8 " > 0 9n0 = n0("; x) 2 IN a.̂�. jfn(x)� f(x)j < "; 8n � n0("; x).S�irul (fn)n2IN ; fn : A! IR; n 2 IN , 
onverge uniform la fun
t�ia f : A! IR da
�a:8 " > 0 9n0(") 2 IN a.̂�. 8n � n0(") ) jfn(x)� f(x)j < "; 8 x 2 A.Not�am fn u! f; pe A, n!1:Teorema 2.1.1. (Cau
hy) S�irul (fn)n2IN 
onverge uniform pe mult�imea A da
�a �sinumai da
�a:8 " > 0 9n0(") 2 IN a.̂�. 8n � n0(")) jfn+p(x)� fn(x)j < "; 8 x 2 A; 8 p 2 IN .Teorema 2.1.2. S�irul de fun
t�ii (fn)n2IN 
onverge uniform la fun
t�ia f pe mult�imeaA da
�a �si numai da
�a:limn!1n supx2A jfn(x)� f(x)j| {z }Mn o = 0.Teorema 2.1.3. Da
�a 9 (�n)n2IN � IR+; �n ! 0 pentru n!1, astfel �̂n
ât:jfn(x)� f(x)j � �n; 8n 2 IN; 8 x 2 Aatun
i fn u! f; pe A, n!1.Teorema 2.1.4. Fie �sirul de fun
t�ii (fn)n2IN , fn : A! IR; n 2 IN , m�arginite pe A.Da
�a fn u! f , pe A, atun
i �si fun
t�ia f este m�arginit�a pe A.Teorema 2.1.5. Fie fn : A ! IR; n 2 IN �si x0 un pun
t de a
umulare pentru A.Da
�a sunt �̂ndeplinite 
ondit�iile:



68 Capitolul 2a) fn u! f; pe A, n!1,b) 9 limx!x0 fn(x) = ln; 8n 2 INatun
i 9 limx!x0 f(x) = limn!1 ln, adi
�a:limx!x0 � limn!1 fn(x)� = limn!1� limx!x0 fn(x)�.Teorema 2.1.6. a) Fie fn : A! IR; n 2 IN , fun
t�ii 
ontinue �̂ntr-un pun
t x0 2 A.Da
�a fn u! f , pe A, atun
i �si fun
t�ia f este 
ontinu�a �̂n x0.b) Da
�a (fn)n2IN ; fn : A! IR, este un �sir de fun
t�ii 
ontinue pe A �si fn u! f , pe A,atun
i f este 
ontinu�a pe A.Teorema 2.1.7. Fie fun
t�iile fn : I ! IR; n 2 IN; I un interval m�arginit din IR,iar x0 2 I. Da
�a:a) ffn(x0)gn2IN este un �sir numeri
 
onvergent,b) fun
t�iile fn; n 2 IN , sunt derivabile pe I,
) f 0n u! g; pe I, n!1,atun
i:a') 9 f : I ! IR a.̂�. fn u! f , pe I, n!1;b') f este derivabil�a �si f 0 = g, adi
�a:limn!1 f 0n(x) = � limn!1 fn(x)| {z }f �0.Teorema 2.1.8. Da
�a fun
t�iile fn : [a; b℄! IR; n 2 IN , satisfa
 
ondit�iile:a) fn u! f; pe [a; b℄, n!1,b) fun
t�iile fn; n 2 IN , sunt integrabile pe [a; b℄atun
i:a') f este integrabil�a pe [a; b℄ �sib') limn!1 Z ba fn(x) dx = Z ba limn!1 fn(x)| {z }f dx.
PROBLEME REZOLVATE1. S�a se studieze pun
tuala �si uniforma 
onvergent��a pentru urm�atoarele �siruri defun
t�ii:a) fn(x) = sinnxn� ; x 2 IR; � > 0; n � 1; b) fn(x) = x2 + 1n3 sinnx; x 2 IR; n � 1;
) fn(x) = x1 + n2x2 ; x 2 [0; 1℄; n � 1; d) fn(x) = xn � xn+1; x 2 [0; 1℄; n � 1.



S�iruri de fun
t�ii 69Rezolvare. a) Pentru 8 x 2 IR �xat, limn!1 fn(x) = 0. De
i fn p! f; pe IR, n ! 1,unde f : IR! IR; f(x) = 0; 8 x 2 IR. Deoare
e:jfn(x)� f(x)j = jfn(x)j � 1n� ; 8n � 1; 8 x 2 IR,rezult�a 
onform Teoremei 2.1.3, (
u �n = 1n� ! 0; n!1), 
�a fn u! 0; pe IR, n!1.b) Pentru x 2 IR �xat, limn!1 fn(x) = x2, de
i fn p! f , pe IR, unde f : IR! IR; f(x) == x2. În plus:jfn(x)� f(x)j = 1n3 j sinnxj � 1n3 ; 8 x 2 IR; 8n � 1.Conform Teoremei 2.1.3, 
u �n = 1n3 ! 0; n ! 1, rezult�a 
�a fn u! f; pe IR,n!1.
) Pentru x = 0, fn(0) = 0 ! 0; pentru x 2 (0; 1℄, limn!1 fn(x) = 0. De
i fn p! f , pe[0; 1℄, unde f : [0; 1℄! IR; f(x) = 0. Deoare
e:jfn(x)� f(x)j = x1 + n2x2 � 12n; 8 x 2 [0; 1℄; 8n � 1;rezult�a, 
onform a
eleia�si Teoreme 2.1.3, 
u �n = 12n ! 0; ! 1, 
�a fn u! 0, pe [0; 1℄,n!1.d) Pentru 8 x 2 [0; 1) �xat avem limn!1 fn(x) = 0, iar pentru x = 1, fn(x) = 0 ! 0,n ! 1. De
i fn p! 0, pe [0; 1℄. Pentru a studia 
onvergent�a uniform�a a �sirului fnvom apli
a Teorema 2.1.2. S�a 
al
ul�am Mn = supx2[0;1℄ jfn(x)� f(x)j = supx2[0;1℄ fn(x). Pentrua
easta 
al
ul�am derivatele fun
t�iilor fn: f 0n(x) = xn�1[n � (n + 1)x℄. Avem f 0n(x) = 0pentru x = nn+ 1, iar f 0n(x) > 0, 8 x 2 �0; nn+ 1� �si f 0n(x) < 0, 8 x 2 � nn+ 1 ; 1�. Rezult�a
�a: Mn = fn � nn + 1� = � nn+ 1�n � � nn+ 1�n+1 = �1 + 1n��n � 1n+ 1 ! 0; n!1.Conform Teoremei 2.1.2 dedu
em 
�a fn u! 0; pe [0; 1℄, n!1.2. S�a se arate, folosind Teorema 2.1.1, 
�a �sirul (fn)n�1 de�nit prin:fn(x) = 
os x12 + 
os 2x22 + � � �+ 
osnxn2 ; x 2 IR; n � 1,este uniform 
onvergent pe IR.Rezolvare. Fie " > 0 arbitrar, momentan �xat. Vom determina un rang n0(") 2 IN�a.̂�. 8n � n0(") s�a avem: jfn+p(x)� fn(x)j < "; 8 x 2 IR; 8 p 2 IN . Avem:jfn+p(x)� fn(x)j = �����
os (n+ 1)x(n+ 1)2 + 
os (n + 2)x(n+ 2)2 + � � �+ 
os (n + p)x(n+ p)2 ����� � 1(n + 1)2++ 1(n+ 2)2 + � � �+ 1(n+ p)2 < 1n(n+ 1) + 1(n+ 1)(n+ 2) + � � �+ 1(n+ p� 1)(n+ p) == 1n � 1n+ 1 + 1n+ 1 � 1n+ 2 + � � �+ 1n + p� 1 � 1n+ p = 1n � 1n + p < 1n;



70 Capitolul 28 x 2 IR; 8 p 2 IN .Impunând 
ondit�ia 1n < " g�asim rangul n0(") = �1"�+ 1, pentru 
are:jfn+p(x)� fn(x)j < "; 8n � n0("); 8 p 2 IN; 8 x 2 IR.De
i pentru 8 " > 0 9n0(") = �1"� + 1 a.̂�. 8n � n0(") ) jfn+p(x) � fn(x)j < ";8 x 2 IR, 8 p 2 IN , adi
�a 
onform Teoremei 2.1.1, fn 
onverge uniform pe mult�imea IR.3. S�a se demonstreze 
�a �sirurile de mai jos, de�si sunt pun
tual 
onvergente, nu
onverg uniform pe mult�imile ment�ionate:a) fn(x) = nx1 + n2x2 ; x 2 [0; 1℄; n � 1; b) fn(x) = 2n2xe�n2x2; x 2 [0; 1℄; n � 1;
) fn(x) = (x + 1)ar
tgnx; x 2 IR; n � 1.Rezolvare. a) Pentru 8 x 2 [0; 1℄ �xat, limn!1 fn(x) = 0, de
i fn p! 0; pe [0; 1℄,n ! 1. Avem: f 0n(x) = n 1� n2x2(1 + n2x2)2 ; x 2 [0; 1℄, 8n � 1. Rezulta 
�a f 0n(x) = 0 pentrux = 1n(2 [0; 1℄). Rezult�a 
�a supx2[0;1℄ jfn(x)j = fn � 1n� = 12 6! 0; n!1. Conform Teoremei2.1.2 dedu
em 
�a fn u6! 0, pe [0; 1℄.b) Pentru x 2 [0; 1℄ �xat, limn!1 fn(x) = 2x limn!1n2e�n2x2 = 0, de
i fn p! 0; pe[0; 1℄. Apoi, 
al
ulând f 0n(x) = 2n2e�n2x2(1 � 2n2x2), 
u n �xat momentan, obt�inem
�a supx2[0;1℄ jfn(x)j = fn  1np2! = np2e�1=2 6! 0; n ! 1. Rezult�a, 
onform Teoremei2.1.2, 
�a �sirul fn u6! 0, pe [0; 1℄.
) Pentru x > 0, limn!1 fn(x) = �2 (x + 1); pentru x < 0, limn!1 fn(x) = ��2 (x + 1), iarlimn!1 fn(0) = 0. De
i fn p! f , pe IR, unde:f(x) = 8>>>><>>>>: �2 (x+ 1); da
�a x > 0;0; da
�a x = 0;��2 (x+ 1); da
�a x < 0:Pentru a ar�ata 
�a �sirul fn nu este uniform 
onvergent, vom studia fun
t�ia gn, 
u n �xat:gn(x) = jfn(x)� f(x)j = 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
(x + 1)��2 � ar
tgnx� ; da
�a x > 0;0; da
�a x = 0;(x+ 1)��2 + ar
tgnx� ; da
�a � 1 < x < 0;�(x + 1)��2 + ar
tgnx� ; da
�a x � �1:Deoare
e Mn = supx2IR gn(x) = limx!0 gn(x) = �2 , rezult�a 
�a limn!1Mn 6= 0, de
i fn u6! f , pe IR.O alt�a metod�a de rezolvare a problemei de la pun
tul 
) este urm�atoarea: da
�apresupune 
�a fn u! f , pe IR, atun
i, deoare
e fun
t�iile fn sunt 
ontinue pe IR, ar rezulta,
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onform Teoremei 2.1.6, 
�a f este �si ea 
ontinu�a pe IR. Absurd, deoare
e f nu este
ontinu�a, de
i fn u6! f , pe IR.4. Fie �sirul de fun
t�ii (fn)n�1, fn : [0; 1℄! IR date prin:fn(x) = 8<: 1; da
�a x 2 En = fr1; r2; : : : ; rng;0; da
�a x 2 [0; 1℄ n En; n � 1;unde E = fr1; r2; : : : ; rn; : : :g este mult�imea numerelor rat�ionale din intervalul [0; 1℄. S�ase studieze 
onvergent�a a
estui �sir, pre
um �si proprietatea de integrare termen 
u termena lui.Rezolvare. Pentru x 2 [0; 1℄ arbitrar, dar �xat, avem:limn!1 fn(x) = 8<: 1; da
�a x 2 E;0; da
�a x 2 [0; 1℄ n E:De
i fn p! f , pe [0; 1℄, unde f este fun
t�ia de mai sus, adi
�a fun
t�ia 
ara
teristi
�a amult�imii numerelor rat�ionale din intervalul [0; 1℄. Fun
t�iile fn, n � 1, având un num�ar�nit de pun
te de dis
ontinuitate, rezult�a 
�a sunt integrabile pe [0; 1℄. Cu ajutorul sumelorRiemann se arat�a 
�a f nu este integrabil�a pe [0; 1℄, (vezi fCapitolul 1, x2, Problema 2g),de
i fn u6! f , pe [0; 1℄. Într-adev�ar, da
�a am presupune 
�a fn u! f , pe [0; 1℄, atun
i,
onform Teoremei 2.1.8 ar rezulta 
�a f este integrabil�a Riemann pe [0; 1℄, 
eea 
e esteabsurd. De
i fn u6! f �si (fn)n�1 nu are proprietatea de integrare termen 
u termen a�sirului de fun
t�ii.5. S�a se arate 
�a pentru urm�atoarele �siruri 
onvergente, limita integralei nu esteegal�a 
u integrala limitei:a) fn(x) = 8><>: sin x+ ne�nx; da
�a x 2 �0; �2 � ;0; da
�a x = 0; n � 1:b) fn(x) = 8>>>>>><>>>>>>: 2n2x; da
�a x 2 �0; 12n� ;2n� 2n2x; da
�a x 2 � 12n; 1n� ;0; da
�a x 2 �1n; 1� ; n � 1:Rezolvare. a) Pentru x = 0, fn(0) = 0 ! 0; n ! 1; pentru x 2 (0; �=2℄,limn!1 fn(x) = sin x. De
i fn p! f , pe [0; �=2℄, unde f(x) = sinx; x 2 [0; �=2℄. Apoi:Z �=20 fn(x) dx = � 
os x����=20 � e�nx����=20 = 2� e�n�=2,iar limn!1 Z �=20 fn(x) dx = 2:Deoare
e Z �=20 f(x) dx=� 
os x����=20 = 1, rezult�a 
�a limn!1 Z �=20 fn(x) dx 6= Z �=20 f(x) dx,



72 Capitolul 2de unde dedu
em, apli
ând Teorema 2.1.8, 
�a fn u6! f; pe [0; �=2℄.b) Deoare
e pentru 8 x 2 [0; 1℄, limn!1 fn(x) = 0, rezult�a 
�a fn p! f , pe [0; 1℄, undef(x) = 0; 8 x 2 [0; 1℄. Apoi:Z 10 fn(x) dx = Z 1=(2n)0 2n2x dx+ Z 1=n1=(2n)(2n� 2n2x) dx = n2x2���1=(2n)0 + 2nx���1=n1=(2n)��n2x2���1=n1=(2n) = 12 ; iar limn!1 Z 10 fn(x) dx = 12.Deoare
e Z 10 f(x) dx = 0, rezult�a 
�a limn!1 Z 10 fn(x) dx 6= Z 10 f(x) dx, iar fn u6! f , pe[0; 1℄.6. S�a se arate pentru �sirul de mai jos 
�a limita derivatelor �sirului nu este egal�a 
uderivata limitei:fn(x) = 1nar
tgnx; x 2 IR; n � 1.Rezolvare. Deoare
e jfn(x)j = 1n jar
tgnxj � �2n; 8 x 2 IR; 8n � 1, iar limn!1 �2n == 0, rezult�a 
onform Teoremei 2.1.3 
�a fn u! f , pe IR, unde f(x) = 0; 8 x 2 IR. Derivataa
estei limite este fun
t�ia identi
 zero. Totu�si limita derivatelor este:limn!1 f 0n(x) = limn!1 11 + n2x2 = 8<: 0; da
�a x 6= 0;1; da
�a x = 0:Rezult�a 
�a limn!1 f 0n(x) 6= � limn!1 fn(x)�0.7. S�a se arate 
�a �sirul de fun
t�ii (fn)n�1, fn(x) = e�nx4 sinnx; x 2 IR; n � 1, nu
onverge uniform pe IR, dar 
onverge uniform pe mult�imea A = fx 2 IR; jxj � �g, unde� > 0.Rezolvare. Evident pentru 8 x 2 IR; limn!1 fn(x) = 0, de
i fn p! f , pe IR, undef(x) = 0; 8 x 2 IR. Deoare
e:supx2IR jfn(x)j � fn � 1n� = e�1=n3 sin 1 � e�1 sin 1,rezult�a 
�a limn!1n supx2IR jfn(x)jo 6= 0, de
i, 
onform Teoremei 2.1.2, fn u6! f , pe IR, n!1.Pentru � > 0 avem jfn(x)j � e�n�4 ; 8n � 1; 8 x 2 IR, jxj � �. Deoare
elimn!1 e�n�4 = 0, rezult�a 
onform Teoremei 2.1.3 
�a fn u! f , pe A, n!1.PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE8. S�a se studieze pun
tuala �si uniforma 
onvergent��a a urm�atoarelor �siruri de fun
t�ii:a) fn(x) = x2n2 + x4 ; x 2 [1;1); n � 1; b) fn(x) = 1n2 ar
tgnx; x 2 IR; n � 1;
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) fn(x) = 11 + xn ; x 2 [0;1); n � 1; d) fn(x) = nx21 + n2x4 ; x 2 [0; 1℄; n � 1.9. Folosind teorema de 
ara
terizare a lui Cau
hy, s�a se arate 
�a urm�atoarele �sirurisunt uniform 
onvergente pe IR:a) fn(x) = sinx2 + sin 2x22 + � � �+ sinnx2n ; x 2 IR; n � 1;b) fn(x) = 
os x1 � 2 + 
os x22 � 3 + � � �+ 
os xnn � (n+ 1) ; x 2 IR; n � 1.10. S�a se arate 
�a �sirul (fn)n�1, fn : IR! IR, de�nite prin:fn(x) = 1nar
tgxn; x 2 IR; n � 1;este uniform 
onvergent pe IR, dar limn!1 f 0n(1) 6= � limn!1 fn�0(1). S�a se expli
e rezultatul.11. Fie fun
t�iile fn(x) = nxn(1� x); x 2 [0; 1℄; n � 1.a) S�a se g�aseas
�a f(x) = limn!1 fn(x); x 2 [0; 1℄.b) Converge fn la f �̂n mod uniform pe [0; 1℄ ?
) Converge Z 10 fn(x) dx la Z 10 f(x) dx, pentru n!1 ?
x2. SERII DE FUNCT�II

Fie fun
t�iile fn : A ! IR; A � IR; n � 1. Numim serie de fun
t�ii, notat�a 1Xn=1 fn,
uplul de fun
t�ii f1; f2; : : : ; fn; : : : ; S1; S2; : : : ; Sn; : : : ; unde:Sn(x) = f1(x) + f2(x) + � � �+ fn(x); 8n � 1; 8 x 2 A.Un pun
t x0 2 A se nume�ste pun
t de 
onvergent��a a seriei de fun
t�ii 1Xn=1 fn, da
�aseria numeri
�a 1Xn=1 fn(x0) este 
onvergent�a. Mult�imea B a pun
telor x 2 A �̂n 
are seria1Xn=1 fn este 
onvergent�a se nume�ste mult�imea de 
onvergent��a a a
estei serii, iar fun
t�iaf : B ! IR de�nit�a prin f(x) = limn!1Sn(x) se nume�ste suma seriei.Spunem 
�a seria 1Xn=1 fn este simplu 
onvergent�a pe B � A sau 
onverge pun
tual pemult�imea B da
�a �sirul sumelor part�iale (Sn)n�1 este 
onvergent pun
tual pe mult�imeaB. Spunem 
�a seria 1Xn=1 fn 
onverge uniform pe mult�imea B � A da
�a �sirul sumelorpart�iale (Sn)n�1 este uniform 
onvergent pe mult�imea B. Seria 1Xn=1 fn se nume�ste absolut
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onvergent�a pe mult�imea B � A da
�a seria 1Xn=1 jfnj este simplu 
onvergent�a pe B.Teorema 2.2.1 (Cau
hy). Seria de fun
t�ii 1Xn=1 fn este uniform 
onvergent�a pemult�imea B � A da
�a �si numai da
�a:8 " > 0 9n0(") a.̂�. 8n � n0(") : jfn+1(x) + fn+2(x) + � � �+ fn+p(x)j < ";8 p 2 IN; 8 x 2 B.Teorema 2.2.2 (Criteriul lui Weierstrass). Fie seria de fun
t�ii 1Xn=1 fn. Da
�aexist�a o serie numeri
�a 
onvergent�a 1Xn=1 an; an � 0; 8n � 1 astfel �̂n
ât:jfn(x)j � an; 8n � 1; 8 x 2 B � A,atun
i seria 1Xn=1 fn este uniform �si absolut 
onvergent�a pe B.Teorema 2.2.3 (Criteriul lui Abel). Fie �sirurile de fun
t�ii fn; gn : A! IR, n � 1.Da
�a:a) seria 1Xn=1 fn este uniform 
onvergent�a pe A;b) �sirul (gn(x))n�1 este monoton, 8 x 2 A;
) �sirul (gn)n�1 este uniform m�arginit, adi
�a:9K > 0 a.̂�. jgn(x)j � K; 8n � 1; 8 x 2 A,atun
i seria 1Xn=1 fngn este uniform 
onvergent�a pe A.Teorema 2.2.4 (Criteriul lui Diri
hlet). Fie �sirurile de fun
t�ii fn; gn : A ! IR;n � 1. Da
�a:a) seria 1Xn=1 fn are �sirul sumelor part�iale uniform m�arginit, adi
�a:9K > 0 a.̂�. jSn(x)j � K; 8n � 1; 8 x 2 A,unde Sn(x) = f1(x) + f2(x) + � � �+ fn(x);b) �sirul (gn)n�1 este uniform 
onvergent la 0 �si �sirul (gn(x))n�1 este monoton des
res-
�ator, 8 x 2 A,atun
i seria 1Xn=1 fngn este uniform 
onvergent�a pe A.Conse
int�a 2.2.1 (Criteriul lui Leibniz). Fie fun
t�iile fn : A! IR; n � 1: Da
�apentru 8 x 2 A �sirul (fn(x))n�1 este monoton des
res
�ator �si fn u! 0, pe A, atun
i seria1Xn=1(�1)nfn este uniform 
onvergent�a pe A.Teorema 2.2.5. Fie seria de fun
t�ii 1Xn=1 fn, fn : A! IR; n � 1. Da
�a:
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t�ii 75a) seria 1Xn=1 fn este uniform 
onvergent�a pe A;b) fun
t�iile fn; n � 1 sunt m�arginite pe mult�imea A,atun
i suma f a seriei 1Xn=1 fn este o fun
t�ie m�arginit�a pe A.Teorema 2.2.6. Fie seria de fun
t�ii 1Xn=1 fn; fn : A ! IR; n � 1 �si x0 un pun
t dea
umulare pentru A. Da
�a:a) seria 1Xn=1 fn este uniform 
onvergent�a pe A;b) 9 limx!x0 fn(x) = ln; 8n � 1;atun
i:a') fun
t�ia sum�a f a seriei 1Xn=1 fn are limit�a �̂n x0,b') limx!x0 f(x) = 1Xn=1 ln; adi
�a limx!x0  1Xn=1 fn(x)! = 1Xn=1� limx!x0 fn(x)�.Teorema 2.2.7. Fie seria de fun
t�ii 1Xn=1 fn; fn : A! IR; n � 1. Da
�a:a) fun
t�iile fn; n � 1 sunt 
ontinue pe A;b) seria 1Xn=1 fn este uniform 
onvergent�a pe A 
u suma f ,atun
i f este o fun
t�ie 
ontinu�a pe A.Teorema 2.2.8. Fie seria de fun
t�ii 1Xn=1 fn, fn : I ! IR, I interval m�arginit din IR,iar x0 2 I. Da
�a:a) seria 1Xn=1 fn(x0) este o serie numeri
�a 
onvergent�a;b) fun
t�iile fn; n � 1; sunt derivabile pe I;
) seria 1Xn=1 f 0n este uniform 
onvergent�a pe I 
u suma g : I ! IR,atun
i:a') seria 1Xn=1 fn este uniform 
onvergent�a pe I 
u suma f : I ! IR,b') fun
t�ia f este derivabil�a pe I �si f 0 = g, adi
�a: 1Xn=1 fn(x)!0 = 1Xn=1 f 0n(x).Teorema 2.2.9. Fie seria de fun
t�ii 1Xn=1 fn; fn : [a; b℄! IR; n � 1. Da
�a:a) seria 1Xn=1 fn este uniform 
onvergent�a pe [a; b℄ 
u suma f ;b) fun
t�iile fn sunt integrabile pe [a; b℄, 8n � 1,atun
i:



76 Capitolul 2a') fun
t�ia f este integrabil�a pe [a; b℄ �sib') Z ba f(x) dx = 1Xn=1 Z ba fn(x) dx sau Z ba 1Xn=1 fn(x) dx = 1Xn=1 Z ba fn(x) dx.PROBLEME REZOLVATE1. S�a se determine domeniul de 
onvergent��a (absolut�a �si simpl�a) pentru urm�atoareleserii de fun
t�ii:a) 1Xn=1� nn� 1�n � � 1� x1 + 3x�n ; b) 1Xn=1 2p3!n � 
osnxn ;
) 1Xn=1 n2 + 35n2 + n+ 1 � � x3x+ 1�n ; d) 1Xn=1 5n � pn (x� x2)n:Rezolvare. Vom studia 
onvergent�a pun
tual�a (simpl�a) sau absolut�a a a
estor seriide fun
t�ii apli
ând 
riterii de 
onvergent��a de la serii numeri
e. S�a not�am 
u fn(x) termenulgeneral al seriilor de mai sus.a) Avem:limn!1 nqjfn(x)j = limn!1 nn� 1 � ���� 1� x1 + 3x ���� = ���� 1� x1 + 3x ����.Seria dat�a este absolut 
onvergent�a pentru 8 x 
are veri�
�a inegalitatea ���� 1� x1 + 3x ���� << 1. Rezolvând a
east�a ine
uat�ie obt�inem x 2 (�1;�1) [ (0;1). Da
�a ���� 1� x1 + 3x ���� � 1,adi
�a x 2 [�1; 0℄ n ��13� atun
i nqjfn(x)j = nn� 1 � ���� 1� x1 + 3x ���� > 1; 8n 2 IN . De ai
idedu
em 
�a pentru x 2 [�1; 0℄n��13� seria este divergent�a. De
i mult�imea de 
onvergent��aeste (�1;�1)[ (0;1). Pentru seria dat�a observ�am 
�a mult�imea de 
onvergent��a 
oin
ide
u mult�imea de 
onvergent��a absolut�a, adi
�a 
u mult�imea pun
telor x �̂n 
are seria esteabsolut 
onvergent�a.b) Avem:limn!1 nqjfn(x)j = limn!1 2p3 � j 
osxjnpn = 2j 
osxjp3 .Pentru j 
osxj < p32 , x 2 [k2Z ��6 + k�; 5�6 + k�� seria este absolut 
onvergent�a.Pentru j 
os xj > p32 , x 2 [k2Z ��k�; �6 + k�� [ �5�6 + k�; (k + 1)��� seria estedivergent�a.Pentru j 
osxj = p32 , x 2 ��6 + k�; 5�6 + k�; k 2 Z� atun
i



Serii de fun
t�ii 77seria 1Xn=1 fn este: 8>>>><>>>>: 1Xn=1 1n (D); da
�a x 2 ��6 + 2k�; 11�6 + 2k�; k 2 Z� ;1Xn=1 (�1)nn (S.C.); da
�a x 2 �5�6 + 2k�; 7�6 + 2k�; k 2 Z� :
) Avem:limn!1 nqjfn(x)j = limn!1 ns n2 + 35n2 + n+ 1 � ���� x3x+ 1 ���� = ���� x3x+ 1 ���� ;(deoare
e limn!1 ns n2 + 35n2 + n+ 1 = 1, 
a o 
onse
int��a imediat�a a limn!1 bn+1bn = 1, 
u bn == n2 + 35n2 + n + 1).Da
�a ���� x3x+ 1 ���� < 1 , x 2 ��1;�12� [ ��14 ;1� atun
i 1Xn=1 fn(x) (A.C.); da
�a���� x3x+ 1 ���� > 1, x 2 ��12 ;�14� n ��13� atun
i 1Xn=1 fn (D).Da
�a x = �12 seria devine 1Xn=1 n2 + 35n2 + n+ 1 (D),  n2 + 35n2 + n + 1 6! 0; n!1!, iarpentru x = �14 seria devine 1Xn=1(�1)n n2 + 35n2 + n+ 1 (D),  (�1)n n2 + 35n2 + n+ 1 6! 0; n!1!.d) Deoare
e limn!1 nqjfn(x)j = 5jx� x2j dedu
em: pentru jx� x2j < 15 , x 22  5� 3p510 ; 5�p510 ! [  5 +p510 ; 5 + 3p510 ! seria 1Xn=1 fn este (A.C.); pentru jx� x2j >> 15 , x 2  �1; 5� 3p510 ! [  5�p510 ; 5 +p510 ! [  5 + 3p510 ;1! seria 1Xn=1 fn (D);pentru jx� x2j = 15 , x 2 (5�p510 ; 5� 3p510 ) seria 1Xn=1 fn are una din formele 1Xn=1pnsau 1Xn=1(�1)npn, 
are sunt divergente, deoare
e termenii lor generali nu tind la zero pentrun!1.2. S�a se studieze 
onvergent�a (simpl�a, uniform�a) a urm�atoarelor serii de fun
t�ii pemult�imile indi
ate:a) 1Xn=1 " nx1 + nx � (n� 1)x1 + (n� 1)x# ; x 2 [0; 1℄.b) 1Xn=1x (1� x)n : b1) x 2 �12 ; 32� ; b2) x 2 [0; 2):
) 1Xn=1 sinnxn : 
1) x 2 ["; 2� � "℄; 0 < " < 2�; 
2) x 2 [0; 2�℄.Rezolvare. a) Termenul general al �sirului sumelor part�iale este:Sn(x) = x1 + x+ 2x1 + 2x� x1 + x+ 3x1 + 3x� 2x1 + 2x+� � �+ nx1 + nx� (n� 1)x1 + (n� 1)x = nx1 + nx ,



78 Capitolul 28n � 1; 8 x 2 [0; 1℄. Pentru x 2 [0; 1℄, limn!1Sn(x) = 8<: 1; da
�a x 2 (0; 1℄;0; da
�a x = 0: Rezult�a 
�a�sirul de fun
t�ii (Sn)n�1 este simplu 
onvergent la fun
t�ia S(x) = 8<: 1; da
�a x 2 (0; 1℄;0; da
�a x = 0:Dar �sirul (Sn)n�1 nu 
onverge uniform, deoare
e:Mn = supx2[0;1℄ jSn(x)� S(x)j � ���Sn � 1n�� S � 1n� ��� = 12 ; de
i Mn 6! 0; n!1:Rezult�a 
�a seria de fun
t�ii 1Xn=1 fn este simplu 
onvergent�a pe mult�imea [0; 1℄.b) Cal
ul�am Sn(x):Sn(x) = x(1� x) + x(1� x)2 + � � �+ x(1� x)n = x[(1� x) + (1� x)2 + � � � (1� x)n℄ == 8<: (1� x)[1� (1� x)n℄; da
�a x 6= 0;0; da
�a x = 0:b1) Da
�a x 2 �12 ; 32� atun
i Sn(x) = (1�x)[1�(1�x)n℄, iar limn!1Sn(x) = 1�x = S(x);8 x 2 �12 ; 32�. Mai mult �sirul (Sn) 
onverge uniform la S pe �12 ; 32�, deoare
e:jSn(x)� S(x)j = j1� xjn+1 � 12n+1 ; 8 x 2 �12 ; 32� ; 8n � 1; iar limn!1 12n+1 = 0.De
i seria 1Xn=1x(1� x)n este uniform 
onvergent�a pe �12 ; 32�.b2) Da
�a x 2 [0; 2) atun
i limn!1Sn(x) = eS(x), unde eS(x) = 8<: 1� x; da
�a x 2 (0; 2);0; da
�a x = 0:De
i seria 1Xn=1 x(1� x)n este simplu 
onvergent�a pe [0; 2) 
u suma eS. Totu�si 
onvergent�anu este uniform�a, deoare
e:Mn = supx2[0;2) jSn(x)� eS(x)j � ���Sn �1n�� eS � 1n� ��� = �1� 1n�n+1 ! e�1; n!1,de
i Mn 6! 0; n!1.
) În 
azul 
1) x 2 ["; 2��"℄ vom apli
a 
riteriul lui Diri
hlet de 
onvergent��a uniform�a.Deoare
e:j sinx + sin 2x + � � �+ sinnxj = ������sin nx2 � sin (n+1)x2sin x2 ������ � 1j sin x2 j � 1sin "2 ,8 x 2 ["; 2� � "℄, �sirul sumelor part�iale ale seriei 1Xn=1 sinnx este un �sir de fun
t�ii uniformm�arginit pe intervalul ["; 2� � "℄.S�irul 
u termenul general 1n este des
res
�ator �si 
onverge la 0. Deoare
e la �sirurilenumeri
e 
onvergent�a uniform�a 
oin
ide 
u 
onvergent�a simpl�a, rezult�a 
�a seria dat�a
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t�ii 79veri�
�a 
ondit�iile din 
riteriul lui Diri
hlet, de
i este uniform 
onvergent�a pe intervalul["; 2� � "℄.În 
azul 
2) x 2 [0; 2�℄ seria este simplu 
onvergent�a, 
onform 
riteriului lui Diri
hletde la serii numeri
e. Pentru x 2 (0; 2�) �sirul sumelor part�iale ale seriei 1Xn=1 sinnx estem�arginit: jSnj � 1j sin x2 j ; 8n � 1, iar �sirul �1n�n�1 este monoton des
res
�ator, 
onvergentla 0. Pentru x = 0 sau x = 2� tot�i termenii seriei sunt egali 
u 0, de
i seria este
onvergent�a �si �̂n a
este pun
te.Vom demonstra �̂n 
ontinuare 
�a seria dat�a nu este uniform 
onvergent�a pe [0; 2�℄,nê�ndeplinind 
ondit�ia din 
riteriul lui Cau
hy, adi
�a:9 "0 = 14 a.̂�. 8n 2 IN� 9 xn 2 [0; 2�℄; xn = �4n �si 9 p 2 IN; p = n a.̂�. :jfn+1(xn) + fn+2(xn) + � � �+ f2n(xn)j > 14,unde fn(x) = sinnxn .Într-adev�ar:�����sin (n+ 1) �4nn + 1 + sin (n + 2) �4nn+ 2 + � � �+ sin (2n) �4n2n ����� > n � sinn �4n2n = p24 > 14 :De
i 9 " > 0 (" = 14) a.̂�. 8n 2 IN� inegalitatea:�����sin (n+ 1)xn + 1 + sin (n+ 2)xn + 2 + � � �+ sin (n+ p)xn + p ����� > "are lo
 
el put�in �̂ntr-un pun
t din intervalul [0; 2�℄ �si 
el put�in pentru un p 2 IN�. De
iseria nu este uniform 
onvergent�a pe [0; 2�℄.3. S�a se studieze natura urm�atoarelor serii de fun
t�ii:a) 1Xn=1 (�1)n+1nxn5x2 + 1 ; x 2 IR; b) 1Xn=1 
osnx3pn4 + x4 ; x 2 IR;
) 1Xn=1 ar
tg 2xn3 + x2 ; x 2 IR; d) 1Xn=1 x � anx1 + n2x2 ; x 2 [b; 1℄; a; b 2 (0; 1).Rezolvare. Vom studia a
este serii 
u ajutorul 
riteriului lui Weierstrass. Not�am
u fn(x) termenul general al seriilor de mai sus.a) Avem:jfn(x)j = njxjn5x2 + 1 � 12n3=2 ; 8n � 1; 8 x 2 IR,iar seria 1Xn=1 12n3=2 este 
onvergent�a. Dedu
em 
�a seria de fun
t�ii 1Xn=1 fn este uniform �siabsolut 
onvergent�a pe IR.b) Din inegalitatea:



80 Capitolul 2jfn(x)j = j 
osnxj3pn4 + x4 � 1n4=3 ; 8n � 1; 8 x 2 IR,seria 1Xn=1 1n4=3 �ind 
onvergent�a, dedu
em 
�a seria de fun
t�ii 1Xn=1 fn este uniform �si absolut
onvergent�a pe IR.
) Folosind inegalitatea jar
tgxj � jxj; 8 x 2 IR, dedu
em:jfn(x)j = ����ar
tg 2xn3 + x2 ���� � 2jxjn3 + x2 � 1n3=2 ; 8n � 1; 8 x 2 IR.Deoare
e seria 1Xn=1 1n3=2 este 
onvergent�a, rezult�a 
�a seria de fun
t�ii 1Xn=1 fn este uniform �siabsolut 
onvergent�a pe IR.d) Avem: jfn(x)j � anb2n ; 8 x 2 [b; 1℄; 8n � 1.Seria numeri
�a 1Xn=1 anb2n este 
onvergent�a, dup�a 
u rezult�a din 
riteriul lui D'Alembert.Notând 
u �n = anb2n , avem:limn!1 �n+1�n = limn!1 a(n+1)b2(n+ 1) � 2nanb = ab < 1.Rezult�a atun
i 
onform 
riteriului lui Weierstrass 
�a seria de fun
t�ii 1Xn=1 fn este uniform�si absolut 
onvergent�a pe [b; 1℄; 0 < b < 1.4. S�a se arate 
�a seria de mai jos nu este uniform 
onvergent�a pe segmentul [0; 1℄ �sitotu�si suma sa este fun
t�ie 
ontinu�a pe a
est segment:1Xn=1 " nx1 + n2x2 � (n� 1)x1 + (n� 1)2x2 #.Rezolvare. Termenul general al seriei este:fn(x) = nx1 + n2x2 � (n� 1)x1 + (n� 1)2x2 ; x 2 [0; 1℄.Cal
ulând suma part�ial�a de ordinul n pentru a
east�a serie obt�inem:Sn(x) = x1 + x2 + � 2x1 + 4x2 � x1 + x2� + � 3x1 + 9x2 � 2x1 + 4x2� + � � �+ � nx1 + n2x2�� (n� 1)x1 + (n� 1)2x2 # = nx1 + n2x2 ; x 2 [0; 1℄.Deoare
e pentru 8 x 2 [0; 1℄ 9 limn!1Sn(x) = 0, rezult�a 
�a seria 
onverge simplu peintervalul [0; 1℄, având suma fun
t�ia identi
 zero, 
are este o fun
t�ie 
ontinu�a.Pe de alt�a parte, �sirul (Sn)n�1 nu 
onverge uniform pe [0; 1℄, deoare
e:Mn = supx2[0;1℄ jSn(x)j = Sn � 1n� = 12 ; de
i Mn 6! 0; n!1.Rezult�a 
�a seria de fun
t�ii din enunt� nu 
onverge uniform pe intervalul [0; 1℄.



Serii de fun
t�ii 81Din a
est exemplu dedu
em 
�a 
onvergent�a uniform�a a unei serii de fun
t�ii 
ontinue peo mult�ime A este doar o 
ondit�ie su�
ient�a, nu �si o 
ondit�ie ne
esar�a pentru 
ontinuitateape mult�imea A a sumei a
estei serii.5. S�a se arate 
�a seria de fun
t�ii dis
ontinue �̂n �e
are pun
t x 2 IR:f(x)� 1Xn=1 f(x)n(n + 1) ; x 2 IR; unde f(x) = 8<: 1; da
�a x 2 Q;0; da
�a x 62 Q;
onverge uniform pe IR la o fun
t�ie 
ontinu�a.Rezolvare. Termenul general al seriei de fun
t�ii de mai sus este fun
t�ia gn(x) == f(x)n(n+ 1) ; (n � 1), 
are este dis
ontinu�a �̂n �e
are pun
t x 2 IR, (a
east�a proprietate oare fun
t�ia f).Cal
ul�am suma part�ial�a de ordinul n:Sn(x) = f(x)� f(x)1 � 2 � f(x)2 � 3 � � � � � f(x)n(n+ 1) = f(x)� f(x) �1� 12 + 12 � 13 + � � �++ 1n � 1n+ 1� = f(x)n+ 1 ; n � 1; x 2 IR.Deoare
e jSn(x)j � 1n+ 1 ; 8n � 1; 8 x 2 IR, iar limn!1 1n+ 1 = 0 rezult�a 
�a seria
onsiderat�a 
onverge uniform pe IR, având suma fun
t�ia identi
 zero, 
are este o fun
t�ie
ontinu�a pe IR.Din a
est exemplu dedu
em 
�a proprietatea de 
ontinuitate a termenilor unei serii defun
t�ii, uniform 
onvergent�a pe o mult�ime A, nu este o 
ondit�ie ne
esar�a pentru 
ontinu-itatea pe A a sumei a
estei serii.6. S�a se arate 
�a seria 1Xn=1 nx2n3 + x3 este uniform 
onvergent�a pe I = [0; A℄, pentru8A > 0, iar: limx!1 1Xn=1 nx2n3 + x3 = 1Xn=1 nn3 + 1.Rezolvare. Fie A > 0 arbitrar, momentan �xat. Pentru 8 x 2 [0; A℄ �si pentru8n 2 IN�, avem: nx2n3 + x3 � A2nn3 = A2n2 .Deoare
e seria 1Xn=1 A2n2 este 
onvergent�a, rezult�a 
onform 
riteriului lui Weierstrass 
�aseria de fun
t�ii init�ial�a este uniform �si absolut 
onvergent�a pe [0; A℄.Luând A = 1, de
i I = [0; 1℄ putem apli
a Teorema 2.2.6 
u x0 = 1 pun
t dea
umulare pentru I. Deoare
e seria de fun
t�ii 1Xn=1 fn este uniform 
onvergent�a pe I �si9 limx!1 fn(x) = nn3 + 1 rezult�a 
�a fun
t�ia sum�a f a seriei 1Xn=1 fn are limit�a �̂n x0 = 1 �si:



82 Capitolul 2limx!1 1Xn=1 nx2n3 + x3| {z }f(x) = 1Xn=1 nn3 + 1.7. Este permis�a derivarea termen 
u termen a seriei:1Xn=1 he�nx2 � e�(n�1)x2i ; x 2 [0; 1℄ ?Rezolvare. Având �̂n vedere forma termenului general al seriei:fn(x) = e�nx2 � e�(n�1)x2 ,
are este o fun
t�ie derivabil�a pe [0; 1℄, 
al
ul�am suma part�ial�a de ordinul n:Sn(x) = e�nx2 � 1; 8n � 1; 8 x 2 [0; 1℄.Pentru 8 x 2 (0; 1℄, limn!1Sn(x) = �1, iar limn!1Sn(0) = 0. De
i seria dat�a este simplu
onvergent�a pe intervalul [0; 1℄, având suma fun
t�ia:f(x) = 8<: 0; da
�a x = 0;�1; da
�a x 2 (0; 1℄;
are este dis
ontinu�a �̂n pun
tul x = 0, de
i nu este derivabil�a �̂n x = 0.Pe de alt�a parte, seria derivatelor:1Xn=1 h�2nxe�nx2 + 2(n� 1)xe�(n�1)x2iare suma part�ial�a de ordinul n:eSn(x) = �2nxe�nx2 ; 8n � 1; 8 x 2 [0; 1℄.Pentru 8 x 2 [0; 1℄, limn!1 eSn(x) = 0, de
i �sirul de fun
t�ii ( eSn)n�1 
onverge simplu pe [0; 1℄la fun
t�ia identi
 zero, fun
t�ie derivabil�a. Dedu
em astfel 
�a nu este posibil�a derivareatermen 
u termen a seriei date.Nu putem apli
a Teorema 2.2.8 deoare
e seria derivatelor nu 
onverge uniform pe[0; 1℄, �sirul ( eSn)n�1 având proprietatea:Mn = supx2[0;1℄ j eSn(x)j = ����� eSn  1p2n!����� = p2ne�1 !1 6= 0; n!1.8. Este permis�a integrarea termen 
u termen a seriei:1Xn=1 2x hn2e�n2x2 � (n� 1)2e�(n�1)2x2i ; x 2 [0; 1℄ ?Rezolvare. Suma part�ial�a de ordinul n a seriei este:Sn(x) = 2n2xe�n2x2 ; n � 1; x 2 [0; 1℄.Pentru �e
are x 2 [0; 1℄, limn!1Sn(x) = 0, de
i seria 
onverge pun
tual pe [0; 1℄, avândsuma fun
t�ia f(x) = 0; 8 x 2 [0; 1℄.Deoare
e Mn = supx2[0;1℄ jSn(x)j = Sn  1np2! = np2e�1=2 !1 6= 0; n!1,rezult�a 
�a seria dat�a nu 
onverge uniform pe [0; 1℄, de
i nu putem apli
a Teorema 2.2.9.



Serii de fun
t�ii 83Pe de alt�a parte, Z 10 f(x) dx = 0, iar:Z 10 fn(x) dx = Z 10 h2n2xe�n2x2 � 2(n� 1)2xe�(n�1)2x2i dx = h�e�n2x2 + e�(n�1)2x2i ���10 == 1e(n�1)2 � 1en2 .Seria 1Xn=1 � 1e(n�1)2 � 1en2 � are �sirul sumelor part�iale eSn(x) = 1 � 1en2 
onvergent la 1pentru n!1. De
i:0 = Z 10 " 1Xn=1 fn(x)# dx 6= 1Xn=1 Z 10 fn(x) dx = 1,adi
�a nu este posibil�a integrarea termen 
u termen a seriei date.9. S�a se arate 
�a pentru jxj < 1 are lo
:11 + x + 2x1 + x2 + 4x31 + x4 + 8x71 + x8 + � � � = 11� x .Rezolvare. Ple
�am de la seria:ln (1 + x) + ln (1 + x2) + � � �+ ln (1 + x2n) + � � � = 1Xn=0 ln (1 + x2n).Deoare
e:Sn(x) = nXk=0 ln (1 + x2k) = ln nYk=0(1 + x2k) = ln (1 + x)(1 + x2) � � � (1 + x2n) == ln 1� x2n+11� x �si 9 limn!1Sn(x) = ln 11� x; 8 x 2 (�1; 1).Rezult�a 
�a seria 1Xn=0 ln (1+x2n) este pun
tual 
onvergent�a �si are suma ln 11� x; 8 x 22 (�1; 1). De
i:1Xn=0 ln (1 + x2n) = ln 11� x; 8 x 2 (�1; 1).Vom apli
a a
estei serii de fun
t�ii Teorema 2.2.8 de derivare termen 
u termen. Fie� 2 (0; 1), arbitrar momentan �xat. Pentru I = [��; �℄ avem:{ seria 1Xn=0 fn(0), unde fn(x) = ln (1 + x2n); fn : I ! IR, este 
onvergent�a ( 1Xn=0 0);{ fun
t�iile fn; n � 1 sunt derivabile pe I;{ seria derivatelor 1Xn=0 f 0n(x) = 1Xn=0 2nx2n�11 + x2n este uniform 
onvergent�a pe I 
u sumag(x). Într-adev�ar:�����2nx2n�11 + x2n ����� � 2n � jx2n�1j2x2n�1 = 2n�1 � jxj2n�2n�1�1 � 2n�1�2n�2n�1�1 = 2n�1 � �2n�1�1;8n � 1; 8 x 2 [��; �℄; iar seria 1Xn=1 2n�1�2n�1�1 este 
onvergent�a, 
onform 
riteriuluiraportului al lui D'Alembert:limn!1 an+1an = limn!1 2n � �2n�12n�1 � �2n�1�1 = limn!1 2�2n�1 = 0 < 1.



84 Capitolul 2Rezult�a 
�a seria de fun
t�ii 1Xn=1 f 0n(x) = 1Xn=1 2nx2n�11 + x2n este uniform 
onvergent�a pe I 
usuma h(x). De
i seria 1Xn=0 f 0n este �si ea uniform 
onvergent�a 
u suma g(x) = 11 + x +h(x).Conform Teorema 2.2.8 rezult�a 
�a seria de fun
t�ii 1Xn=0 fn este uniform 
onvergent�a peI = [��; �℄ 
u suma f(x) = ln 11� x . În plus f 0 = g, de
i g(x) = �ln 11� x�0 = 11� x .Dedu
em astfel 
�a:1Xn=0 f 0n(x) = 11� x; 8 x 2 [��; �℄ , 1Xn=0 2n � x2n�11 + x2n = 11� x; 8 x 2 [��; �℄.Deoare
e � este arbitrar din (0; 1), rezult�a 
�a egalitatea de mai sus are lo
 pe �̂ntregintervalul (�1; 1). De
i:11� x + 2x1 + x2 + 4x31 + x4 + 8x71 + x8 + � � � = 11� x; 8 x 2 (�1; 1).PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE10. S�a se determine domeniul de 
onvergent��a (absolut�a �si simpl�a) pentru urm�atoareleserii de fun
t�ii:a) 1Xn=1� 2n3n+ 1�n � � xx+ 2�n ; b) 1Xn=1 2n=2sinnxn ; 
) 1Xn=1 n2 + 13n2 + n+ 2 � � x2x� 1�n :11. S�a se studieze 
onvergent�a (simpl�a, uniform�a) a urm�atoarelor serii de fun
t�ii pemult�imile indi
ate:a) 1Xn=1(x� 1)(2� x)n : a1) x 2 �32 ; 52� ; a2) x 2 [1; 3):b) 1Xn=1 
osnxpn : b1) x 2 ["; 2� � "℄; 0 < " < 2�; b2) x 2 (0; 2�):12. S�a se studieze natura urm�atoarelor serii de fun
t�ii:a) 1Xn=1 sinnx5pn6 + x6 ; x 2 IR; b) 1Xn=1 ar
tg x2n4 + x4 ; x 2 IR;
) 1Xn=1 (�1)n�1pnxn4x2 + 1 ; x 2 IR.13. S�a se arate 
�a seria urm�atoare nu este uniform 
onvergent�a pe intervalul I = [0; 1℄,dar suma sa este o fun
t�ie 
ontinu�a pe I:1Xn=1 hnxe�nx � (n� 1)xe�(n�1)xi.14. Este permis�a derivarea termen 
u termen a seriei:1Xn=1 ar
tg xn2 ; x 2 IR ?



Serii de puteri 8515. Este permis�a integrarea termen 
u termen a seriei:1Xn=1 ar
tg 1x2 + n2 ; x 2 [a; b℄ ?
x3. SERII DE PUTERI

O serie de fun
t�ii de forma:a0 + a1x + a2x2 + � � �+ anxn + � � � ; x 2 IR; (2:3:1)
u ai 2 IR; i = 0; 1; : : : se nume�ste serie de puteri. Se noteaz�a 1Xn=0 anxn (sau 1Xn=1 anxnpentru seria a1x + a2x2 + � � �+ anxn + � � �).Teorema 2.3.1 (Abel). Ori
e serie de puteri este 
onvergent�a �̂n origine.a) Da
�a o serie de puteri 1Xn=0 anxn este 
onvergent�a �̂ntr-un pun
t x0 6= 0, atun
i seriaeste absolut 
onvergent�a �̂n ori
e pun
t x 
u jxj < jx0j.b) Da
�a o serie de puteri 1Xn=0 anxn este divergent�a �̂ntr-un pun
t x1 2 IR, atun
i eaeste divergent�a �̂n ori
e pun
t x 
u jxj > jx1j.Teorema 2.3.2 (de existent��a a razei de 
onvergent��a). Fie seria de puteri(2.3.1). Atun
i 9 r 2 [0;+1℄ 
u urm�atoarele propriet�at�i:a) pentru 8 x 2 IR 
u 
ondit�ia jxj < r seria este (A.C.);b) pentru 8 x 2 IR 
u jxj > r seria este (D);
) pentru 8 % 2 (0; r) seria este uniform 
onvergent�a pe [�%; %℄ � (�r; r).Elementul r din Teorema 2.3.2 se nume�ste raza de 
onvergent��a a seriei de puteri(2.3.1). Mult�imea pun
telor de 
onvergent��a A a seriei de puteri (2.3.1) veri�
�a �sirul dein
luziuni: (�r; r) � A � [�r; r℄.Teorema 2.3.3 (Cau
hy-Hadamard). Fie seria de puteri (2.3.1) 
u raza de
onvergent��a r �si �e ! = limn!1 nqjanj. Atun
i r = 1! da
�a ! 2 (0;1), r = 0 da
�a ! =1 �sir =1 da
�a ! = 0.Teorema 2.3.4. Da
�a 9� = limn!1 ����an+1an ���� 2 IR atun
i r = 1� da
�a � 2 (0;1); r = 0da
�a � =1 �si r =1 da
�a � = 0.



86 Capitolul 2Teorema 2.3.5 (Abel). Da
�a seria de puteri (2.3.1) are raza de 
onvergent��a r, iarseria este 
onvergent�a �̂n pun
tul x = r (x = �r) atun
i suma seriei S(x) este 
ontinu�a�̂n pun
tul x = r (respe
tiv x = �r), de
i:limx!rx<r S(x) = S(r); (respe
tiv limx!�rx>�r S(x) = S(�r) ):Propriet�at�i ale seriilor de puteria) Suma unei serii de puteri este o fun
t�ie 
ontinu�a pe mult�imea de 
onvergent��a aseriei.b) Ori
e serie de puteri poate � integrat�a termen 
u termen pe ori
e interval 
ompa
t[�; �℄ in
lus �̂n mult�imea de 
onvergent��a. Seria de puteri obt�inut�a prin integrarea pe[0; x℄; x 2 (�r; r) are a
eea�si raz�a de 
onvergent��a 
a �si seria init�ial�a.
) Ori
e serie de puteri poate � derivat�a termen 
u termen pe intervalul des
his de
onvergent��a (�r; r). Seria obt�inut�a are a
eea�si raz�a de 
onvergent��a 
a �si seria init�ial�a. Înplus, fun
t�ia sum�a S(x) a seriei de puteri este inde�nit derivabil�a pe intervalul (�r; r),iar derivata sa de ordinul n este egal�a 
u suma seriei derivatelor de ordinul n.Operat�ii 
u serii de puteriFie seriile de puteri 1Xn=0 anxn �si 1Xn=0 bnxn 
u razele de 
onvergent��a r1, respe
tiv r2, iar� 2 IR�. Atun
i:a) Seria 1Xn=0(an + bn)xn are raza de 
onvergent��a r � minfr1; r2g.b) Seria 1Xn=0(�an)xn are raza de 
onvergent��a r1.
) Produsul dup�a Cau
hy al dou�a serii de puteri 
u razele de 
onvergent��a r1 �si r2este tot o serie de puteri a 
�arei raz�a de 
onvergent��a este r � minfr1; r2g. În plus, sumaseriei produs este egal�a 
u produsul sumelor 
elor dou�a serii pe interse
t�ia mult�imilor de
onvergent��a.O serie de fun
t�ii de forma:a0 + a1(x� a) + a2(x� a)2 + � � �+ an(x� a)n + � � � ; x 2 IRunde a 2 IR se nume�ste serie Taylor.Punând y = x�a �̂ntr-o astfel de serie obt�inem seria de puteri 1Xn=0 anyn. Da
�a (�r; r)este intervalul de 
onvergent��a a a
estei serii atun
i (�r + a; r + a) va � intervalul de
onvergent��a a seriei init�iale. Toate propriet�at�ile seriilor de puteri se ment�in pentru seriileTaylor.



Serii de puteri 87Dezvoltarea fun
t�iilor �̂n serie de puteriFie fun
t�ia f : I ! IR; I un interval din IR, iar a 2 ÆI . Presupunem 
�a f este inde�nitderivabil�a �̂n x = a.Seria: 1Xn=0 f (n)(a)n! (x� a)n (2:3:2)se nume�ste seria Taylor ata�sat�a fun
t�iei f �̂n pun
tul a.Da
�a a = 0 seria (2.3.2) se nume�ste seria Ma
-Laurin a fun
t�iei f .Fie I 0 intervalul de 
onvergent��a a seriei (2.3.2). Vom spune 
�a fun
t�ia f este dez-voltabil�a �̂n serie Taylor sau serie de puteri (pentru a = 0) pe intervalul I 0 \ I da
�a eaeste suma seriei (2.3.2) pe I 0 \ I.Teorema 2.3.6. Fun
t�ia f : I ! IR este dezvoltabil�a �̂n serie Taylor pe I 0 \ I da
�a�si numai da
�a ea este inde�nit derivabil�a pe I �si restul ei de ordinul n din formula luiTaylor tinde 
�atre 0 pentru n!1, 8 x 2 I 0 \ I.Teorema 2.3.7. Fie f : I ! IR, unde I este un interval simetri
 fat��a de a (I == a � �; a + �)). Da
�a f este inde�nit derivabil�a pe I, iar �sirul derivatelor este uniformm�arginit pe I, adi
�a 9M > 0 a.̂�. jf (k)(x)j � M; 8 x 2 I; 8 k 2 IN� atun
i f estedezvoltabil�a �̂n serie Taylor pe I.PROBLEME REZOLVATE1. S�a se determine raza �si mult�imea de 
onvergent��a pentru urm�atoarele serii deputeri:a) 1Xn=1 xnn(n + 1); b) 1Xn=1�1 + 1n�n2+n xn; 
) 1Xn=1 (�2)n � 3nn xn;d) 1Xn=1 a(a + 1) � � � (a+ n)b(b + 1) � � � (b + n) xn; a; b > 0; e) 1Xn=1(sinn)xn.Rezolvare. Not�am 
u anxn termenul general al seriilor de mai sus.a) Deoare
e: limn!1 ����an+1an ���� = limn!1 n(n + 1)(n+ 1)(n+ 2) = 1,dedu
em 
�a raza de 
onvergent��a a seriei este r = 1. De
i pentru x 2 (�1; 1) seria 1Xn=1 anxneste (A.C.), iar pentru x 2 (�1;�1) [ (1;1) seria este divergent�a.



88 Capitolul 2S�a studiem �̂n 
ontinuare seria �̂n extremit�at�ile intervalului (�1; 1), adi
�a �̂n x = 1 �six = �1. Pentru x = 1 seria de puteri devine 1Xn=1 1n(n + 1), serie numeri
�a 
are are a
eea�sinatur�a (
onform 
riteriului de 
omparat�ie 
u limit�a) 
u seria armoni
�a generalizat�a 1Xn=1 1n2 ,
onvergent�a. De
i pentru x = 1 seria este 
onvergent�a. Pentru x = �1 seria devine1Xn=1 (�1)nn(n + 1), serie absolut 
onvergent�a, deoare
e seria modulelor este seria studiat�a maisus 1Xn=1 1n(n + 1), 
are este 
onvergent�a.De
i 1Xn=1 anxn este 8<: (A.C.) pentru x 2 [�1; 1℄(D) pentru x 2 (�1;�1) [ (1;1):b) Apli
�am Teorema 2.3.3. Deoare
e:limn!1 nqjanj = limn!1�1 + 1n�n+1 = e,rezult�a 
�a raza de 
onvergent��a este r = 1e , de
i seria 1Xn=1 anxn este (A.C.) pe intervalul��1e ; 1e�.Pentru x = 1e seria este 1Xn=1 1en �1 + 1n�n2+n. Termenul general al a
estei serii estebn = 264�1 + 1n�n+1e 375n > 1; 8n � 1, (vezi f[20℄, Capitolul 2, x1, Problema 3g), de
i bn 6! 0,pentru n!1, adi
�a seria este divergent�a.Pentru x = �1e avem seria 1Xn=1 (�1)nen �1 + 1n�n2+n 
u termenul general 
n == (�1)nbn 6! 0, pentru n!1, de
i este o serie divergent�a.În 
on
luzie, seria 1Xn=1 anxn este 8>><>>: (A.C.) pentru x 2 ��1e ; 1e�(D) pentru x 2 ��1;�1e i [ h1e ;1�:
) Avem:limn!1 ����an+1an ���� = limn!1 �����(�2)n+1 � 3n+1n+ 1 � n(�2)n � 3n ����� = 3,de
i raza de 
onvergent��a este r = 13.Pentru x = 13 obt�inem seria numeri
�a 1Xn=1 
n = 1Xn=1 �1n � ��23�n � 1n�. Seria 1Xn=1 bn == 1Xn=1 1n � ��23�n este absolut 
onvergent�a, dup�a 
u rezult�a din 
riteriul lui D'Alembertapli
at seriei modulelor:



Serii de puteri 89limn!1 �����bn+1bn ����� = limn!1 1n+ 1 �23�n+1 � n�23�n = 23 < 1,iar seria 1Xn=1 1n este divergent�a. Rezult�a atun
i 
�a seria 1Xn=1 
n este divergent�a.Pentru x = �13 avem seria 1Xn=1 dn = 1Xn=1 "�23�n � 1n � (�1)nn #. Seria 1Xn=1�23�n � 1n esteabsolut 
onvergent�a (vezi mai sus), iar seria 1Xn=1 (�1)nn este simplu 
onvergent�a. Rezult�aatun
i 
�a seria 1Xn=1 dn este simplu 
onvergent�a.De
i seria 1Xn=1 anxn este 8>>><>>>: (A.C.) pentru x 2 (�1=3; 1=3)(S.C.) pentru x = �1=3(D) pentru x 2 (�1;�1=3) [ [1=3;1):d) Deoare
e:limn!1 an+1an = limn!1 a+ n+ 1b+ n + 1 = 1,dedu
em 
�a raza de 
onvergent��a a seriei 1Xn=1 anxn este r = 1.i) Pentru x = 1 obt�inem seria numeri
�a 
u termeni pozitivi:1Xn=1 a(a + 1) � � � (a+ n)b(b + 1) � � � (b + n) ,a 
�arei natur�a o studiem 
u 
riteriul lui Raabe-Duhamel:limn!1n anan+1 � 1! = limn!1n b + n+ 1a + n+ 1 � 1! = limn!1 n(b� a)a+ n+ 1 = b� a.Da
�a b� a > 1) 1Xn=1 an (C), da
�a b� a < 1) 1Xn=1 an (D), iar da
�a b� a = 1 rezult�a 
�aseria: 1Xn=1 an = 1Xn=1 a(a + 1) � � � (a+ n)b(b + 1) � � � (b + n) = 1Xn=1 aa + n+ 1este divergent�a.ii) Pentru x = �1 obt�inem seria de tip Leibniz:1Xn=1(�1)na(a+ 1) � � � (a+ n)b(b + 1) � � � (b+ n) .ii1) Da
�a a � b atun
i an+1an = a+ n + 1b+ n + 1 � 1, de
i an 6! 0, pentru n ! 1. Rezult�a 
�aseria 1Xn=1(�1)nan este divergent�a.ii2) Da
�a a < b �sirul (an)n�1 este stri
t des
res
�ator �an+1an < 1; 8n � 1�. Vom ar�ata �̂n
ontinuare 
�a limn!1 an = 0. Pentru a
easta s�a 
onsider�am �sirul (bn)n�1 pentru 
are �sirul(an)n�1 reprezint�a �sirul mediilor aritmeti
e:



90 Capitolul 2an = b1 + b2 + � � �+ bnn .Din an �si an�1 = b1 + b2 + � � �+ bn�1n� 1 dedu
em 
�a bn = nan � (n � 1)an�1. Înlo
uind pean = a(a+ 1) � � � (a + n)b(b+ 1) � � � (b + n) �si an�1 = a(a+ 1) � � � (a + n� 1)b(b+ 1) � � � (b + n� 1) �̂n ultima relat�ie de mai sus,dedu
em: bn = an�1 � (a� b + 1)n+ bn + b : (2:3:3)Deoare
e �sirul (an)n�1 este 
onvergent (monoton des
res
�ator �si m�arginit inferior de 0),rezult�a 
�a 9 limn!1an = l. Din relat�ia (2.3.3) obt�inem 
�a 9 limn!1 bn = (a� b+ 1)l. Conformf[20℄, Capitolul 2, x1, Problema 12, Conse
int�a 1g, dedu
em 
�a limn!1 bn = limn!1 an, de
il = (a � b + 1)l ) l = 0 (a < b). Rezult�a 
�a �sirul (an)n�1 este monoton des
res
�ator la0 �si atun
i 
onform 
riteriului lui Leibniz dedu
em 
�a seria 1Xn=1(�1)nan este 
onvergent�a(simplu).Pentru a studia absoluta 
onvergent��a a a
estei serii, adi
�a 
onvergent�a seriei 1Xn=1 an,folosim 
on
luziile din 
azul i) x = 1. Obt�inem:1Xn=1(�1)nan 8<: (A.C.) da
�a b� a > 1;(S.C.) da
�a b� a � 1:În 
on
luzie:� pentru a � b 1Xn=1 anxn este 8<: (A.C.) da
�a x 2 (�1; 1)(D) da
�a x 2 (�1;�1℄ [ [1;1):� pentru a < b avem 
azurile:(a) a < b� 1 seria 1Xn=1 anxn este 8<: (A.C.) da
�a x 2 [�1; 1℄(D) da
�a x 2 (�1;�1) [ (1;1):(b) a � b� 1 seria 1Xn=1 anxn este 8>>><>>>: (A.C.) da
�a x 2 (�1; 1)(S.C.) da
�a x = �1(D) da
�a x 2 (�1;�1) [ [1;1):e) Vom ar�ata 
�a limn!1 nqj sinnj = 1 
u ajutorul 
ara
teriz�arii 
u " (vezi f[20℄, Capitolul2, x1g):i) 8 " > 0 8n 2 IN 9n0 > n a.̂�. �n0 > 1� ";ii) 8 " > 0 9N(") 2 IN a.̂�. 8n � N(")) �n � 1 + ";unde �n = nqj sinnj:A doua proprietate ii) este evident�a deoare
e �n � 1. Pentru a o demonstra pe primas�a 
onsider�am un " > 0 arbitrar, momentan �xat �si s�a not�am 1� " = b; b < 1. Va trebuis�a determin�am pentru ori
e n 2 IN un rang n0 2 IN; n0 > n a.̂�. n0qj sinn0j > b. Da
�a



Serii de puteri 91" > 1 proprietatea este imediat�a. Presupunem �̂n 
ontinuare 
�a " 2 (0; 1℄, de
i b 2 [0; 1).Inegalitatea de mai sus este atun
i e
hivalent�a 
u j sinn0j > bn0 . Fie n 2 IN arbitrar,momentan �xat. Vom ar�ata 
�a 9n0 > n a.̂�. j sinn0j > 12 �si bn0 < 12 : Deoare
e bn ! 0pentru n ! 1 (da
�a b 2 (0; 1)) rezult�a 
�a 9n1 > n a.̂�. bn0 < 12 ; 8n � n1 (relat�ieevident�a �si pentru b = 0). Pentru n1 2 IN 9 k 2 IN a.̂�. k� > n1 (> n) (se poate luak = n1). În intervalul [k�; (k+1)�℄ exist�a trei numere naturale. Pentru n2 = [(k+1)�℄�1avem j sinn2j > 12 �n2 2 �k� + �6 ; (k + 1)� � �6��. De
i pentru n 2 IN 9n2 > n a.̂�.j sinn2j > 12 > bn2 , de unde rezult�a proprietatea i).Din i) �si ii) rezult�a 
�a limn!1 nqjanj = 1, de
i raza de 
onvergent��a a seriei de puteri ester = 1.Pentru x = �1 seriile 1Xn=1 sinn �si 1Xn=1(�1)n sinn sunt divergente, deoare
e sinn 6! 0,pentru n!1 (se poate 
onstrui un sub�sir (nk)k2IN , nk 2 [2k�; (2k+1)�℄ a.̂�. sinnk > 12;de fapt ni
i 6 9 limn!1 sinn).De
i seria 1Xn=1 anxn este 8<: (A.C.) pentru x 2 (�1; 1)(D) pentru x 2 (�1;�1℄ [ [1;1):2. S�a se determine mult�imea de 
onvergent��a a seriilor de puteri generalizate:a) 1Xn=1 12n+ 1 �1 + x1� x�n ; b) 1Xn=1 33n � (n!)3(3n)! � tgn x;
) 1Xn=1 "1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2 � 4 � 6 � � � (2n) #p � �x� 12 �n ; p 2 IR.Rezolvare. Seriile de mai sus se pot studia �̂n mod asem�an�ator seriilor de fun
t�iidin x2, Problema 1. Le vom studia �̂n 
ontinuare privindu-le 
a ni�ste serii de puterigeneralizate.a) S�a not�am 
u y = 1 + x1� x; x 2 IR n f1g. În a
est fel seria devine o serie de puteri �̂nvariabila y: 1Xn=1 12n+ 1yn: (2:3:4)Deoare
e limn!1 an+1an = 1; (an = 12n+ 1), rezult�a 
�a raza de 
onvergent��a a seriei (2.3.4)este 1. Pentru y = 1 seria 1Xn=1 12n+ 1 este divergent�a (are a
eea�si natur�a 
u seria armoni
�adivergent�a 1Xn=1 1n), iar pentru y = �1 avem seria 1Xn=1(�1)n 12n+ 1 
are este (S.C.), 
onform
riteriului lui Leibniz �si a 
on
luziei din 
azul y = 1.



92 Capitolul 2De
i seria 1Xn=1 12n + 1yn este 8>>><>>>: (A.C.) da
�a y 2 (�1; 1)(S.C.) da
�a y = �1(D) da
�a y 2 (�1;�1) [ [1;1):Revenind la variabila x obt�inem urm�atoarele 
on
luzii:� pentru �1 < 1 + x1� x < 1, x 2 (�1; 0) seria 1Xn=1 12n+ 1 �1 + x1� x�n este (A.C.);� deoare
e 1 + x1� x 6= �1 rezult�a 
�a pentru x 2 [0; 1)[ (1;1) seria de mai sus este (D).b) Not�am 
u y = tg x. Obt�inem astfel seria de puteri:1Xn=1 33n(n!)3(3n)! yn: (2:3:5)Fie an = 33n � (n!)3(3n)! ; n � 1. Avem:limn!1 an+1an = limn!1 33(n+1)[(n+ 1)!℄3[3(n+ 1)℄! � (3n)!33n(n!)3 = limn!1 27(n+ 1)3(3n+ 1)(3n+ 2)(3n+ 3) = 1.Rezult�a 
�a raza de 
onvergent��a a seriei de puteri (2.3.5) este 1.Pentru y = 1 obt�inem seria 1Xn=1 33n � (n!)3(3n)! pe 
are o studiem 
u 
riteriul lui Raabe-Duhamel:limn!1n anan+1 � 1! = limn!1n "(3n+ 1)(3n+ 2)9(n+ 1)2 � 1# = limn!1 n(�9n� 7)9(n+ 1)2 = �1 < 1.De
i seria 1Xn=1 an este divergent�a (se arat�a 
�a an 6! 0; n!1, vezi mai jos).Pentru y = �1 avem seria alternat�a 1Xn=1(�1)n33n � (n!)3(3n)! . Deoare
e:an+1an = 9(n+ 1)2(3n+ 1)(3n+ 2) = 9n2 + 18n+ 99n2 + 9n+ 2 > 1; 8n � 1,rezult�a 
�a �sirul (an)n�1 este stri
t 
res
�ator, de
i limn!1 an 6= 0. Dedu
em 
�a seria 1Xn=1(�1)naneste divergent�a.În 
on
luzie pentru tgx 2 (�1; 1) , x 2 [k2Z ���4 + k�; �4 + k�� seria din enunt�este (A.C.), �̂n rest �ind divergent�a.
) Not�am 
u y = x� 12 . Avem de studiat seria de puteri 1Xn=1 anyn, unde an == "1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2 � 4 � 6 � � � (2n) #p. Din limn!1 an+1an = 1 rezult�a 
�a raza de 
onvergent��a este 1.Pentru y = 1, 
onform f[20℄, Capitolul 2, x2, Problema 9,i)g, dedu
em 
�a seria 1Xn=1 an este8<: (C) da
�a p > 2;(D) da
�a p � 2:



Serii de puteri 93Pentru y = �1, 
onform f[20℄, Capitolul 2, x2, Problema 14,d)g, dedu
em 
�a seria1Xn=1(�1)nan este 8>>><>>>: (A.C.); p > 2;(S.C.); p 2 (0; 2℄;(D); p � 0:De
i avem urm�atoarele 
on
luzii pentru seria de puteri 1Xn=1 anyn:� da
�a p > 2 8<: (A.C.) pentru y 2 [�1; 1℄;(D) pentru y 2 (�1;�1) [ (1;1);� da
�a 0 < p � 2 8>>><>>>: (A.C.) pentru y 2 (�1; 1);(S.C.) pentru y = �1;(D) pentru y 2 (�1;�1) [ [1;1);� da
�a p � 0 8<: (A.C.) pentru y 2 (�1; 1);(D) pentru y 2 (�1;�1℄ [ [1;1):T� inând 
ont 
�a x� 12 = y, de
i x = 2y + 1 dedu
em pentru seria 1Xn=1 an �x� 12 �n:� da
�a p > 2 8<: (A.C.) pentru x 2 [�1; 3℄;(D) pentru x 2 (�1;�1) [ (3;1);� da
�a 0 < p � 2 8>>><>>>: (A.C.) pentru x 2 (�1; 3);(S.C.) pentru x = �1;(D) pentru x 2 (�1;�1) [ [3;1);� da
�a p � 0 8<: (A.C.) pentru x 2 (�1; 3);(D) pentru x 2 (�1;�1℄ [ [3;1):3. S�a se arate 
�a fun
t�iile:f1(x) = sinx; f2(x) = 
os x; f3(x) = ex; x 2 IRsunt dezvoltabile �̂n serie de puteri pe IR �si s�a se determine seriile Ma
-Laurin 
orespun-z�atoare.Rezolvare. Prin indu
t�ie matemati
�a se arat�a 
�a:f (n)1 (x) = sin�x+ n�2 � ; 8 x 2 IR; 8n 2 IN;f (n)2 (x) = 
os�x + n�2 � ; 8 x 2 IR; 8n 2 IN ,f (n)3 (x) = ex; 8 x 2 IR; 8n 2 IN .Deoare
e jf (n)1 (x)j � 1; jf (n)2 (x)j � 1; 8 x 2 IR; 8n 2 IN rezult�a, 
onform Teoremei2.3.7, 
�a f1 �si f2 sunt dezvoltabile �̂n serie de puteri pe IR.Pentru fun
t�ia f3 s�a 
onsider�am un pun
t a > 0 arbitrar, momentan �xat. Deoare
e



94 Capitolul 2jf (n)3 (x)j � ea; 8 x 2 [�a; a℄; 8n 2 IN , dedu
em 
onform a
eleia�si teoreme 
�a f3 estedezvoltabil�a �̂n serie de puteri pe intervalul [�a; a℄. Dar a �ind un element arbitrar, rezult�a
�a f3 este dezvoltabil�a �̂n serie de puteri pe IR.Avem: f (n)1 (0) = 0 pentru n = 2m, f (n)1 (0) = (�1)m pentru n = 2m+ 1, f (n)2 (0) == (�1)m pentru n = 2m, f (n)2 (0) = 0 pentru n = 2m+1, f (n)3 (0) = 1; 8n 2 IN . Obt�inemastfel urm�atoarele dezvolt�ari �̂n serii de puteri:sinx = x1! � x33! + x55! � x77! + � � �+ (�1)m x2m+1(2m+ 1)! + � � � ; x 2 IR;
os x = 1� x22! + x44! � x66! + � � �+ (�1)m x2m(2m)! + � � � ; x 2 IR;ex = 1 + x1! + x22! + � � �+ xnn! + � � � ; x 2 IR:4. S�a se arate 
�a fun
t�ia f(x) = (1 + x)�; x > �1; � 2 IR; � 6= 0; 1; 2; � � � este dez-voltabil�a �̂n serie de puteri �si s�a se g�aseas
�a a
east�a dezvoltare, spe
i�
ându-se intervalul�̂n 
are este valabil�a.Rezolvare. S�a 
onsider�am urm�atoarea serie de puteri, numit�a seria binomial�a:1Xn=0 anxn = 1 + �1!x + �(�� 1)2! x2 + � � �+ �(�� 1) � � � (�� n+ 1)n! xn + � � � : (2:3:6)Vom demonstra 
�a a
east�a serie are raza de 
onvergent��a egal�a 
u 1 �si suma egal�a 
uf(x) = (1 + x)�.Deoare
e: limn!1 ����an+1an ���� = limn!1 j�� njn+ 1 = 1,rezult�a 
�a raza de 
onvergent��a a seriei (2.3.6) este r = 1, de
i mult�imea A de 
onvergent��aa a
estei serii satisfa
e relat�ia (�1; 1) � A � [�1; 1℄.S�a not�am 
u s(x) suma a
estei serii pe intervalul (�1; 1). Vom ar�ata 
�a s(x) == f(x); 8 x 2 (�1; 1). Folosind proprietatea de derivare a seriilor de puteri rezult�a 
�afun
t�ia s(x) este derivabil�a pe (�1; 1) �si:s0(x) = �1! + �(�� 1)1! x+ � � �+ �(�� 1) � � � (�� n + 1)(n� 1)! xn�1+ � � � ; 8 x 2 (�1; 1): (2:3:7)Înmult�ind a
east�a relat�ie 
u x obt�inem:xs0(x) = �1!x+�(�� 1)1! x2+� � �+�(�� 1) � � � (�� n+ 1)(n� 1)! xn+� � � ; 8 x 2 (�1; 1): (2:3:8)



Serii de puteri 95Adunând relat�iile (2.3.7) �si (2.3.8) membru 
u membru, avem:(1 + x)s0(x) = �1! +  �1! + �(�� 1)1! ! x+ � � �+ "�(�� 1) � � � (�� n)n! ++ �(�� 1) � � � (�� n+ 1)(n� 1)! # xn + � � � ; 8 x 2 (�1; 1): (2:3:9)Termenul general al seriei obt�inut�a mai sus este:�(�� 1) � � � (�� n)n! + �(�� 1) � � � (�� n+ 1)(n� 1)! = �(�� 1) � � � (�� n+ 1)(n� 1)! ��� nn ++ 1) = �2(�� 1) � � � (�� n+ 1)n! .De
i egalitatea (2.3.9) devine:(1 + x)s0(x) = � + �21! x + � � �+ �2(�� 1) � � � (�� n+ 1)n! xn + � � � ; 8 x 2 (�1; 1),de unde rezult�a 
�a: (1 + x)s0(x) = �s(x); 8 x 2 (�1; 1): (2:3:10)Suma s(x) este diferit�a de 0 �̂n ori
e pun
t x 2 (�1; 1). Într-adev�ar, da
�a am pre-supune 
�a 9 un pun
t x1 2 (�1; 1) a.̂�. s(x1) = 0, 
onform relat�iei de mai sus ar rezultaprin deriv�ari 
�a s(n)(x1) = 0; 8n � 1. Conform teoremei lui Taylor de dezvoltabilitate �̂njurul pun
tului x1 rezult�a 
�a s(x) este o fun
t�ie 
onstant�a �si anume fun
t�ia nul�a, absurd,
�a
i s(0) = 1. De
i s(x) 6= 0; 8 x 2 (�1; 1) �si atun
i egalitatea (2.3.10) se s
rie �̂n mode
hivalent: s0(x)s(x) = �1 + x; 8 x 2 (�1; 1).Prin integrare, obt�inem:ln s(x) = � ln (1 + x) + lnC; C > 0 sau s(x) = C(1 + x)�; 8 x 2 (�1; 1).Deoare
e s(0) = 1 dedu
em 
�a C = 1, de
i s(x) = (1 + x)� = f(x); 8 x 2 (�1; 1):Astfel am ar�atat 
�a:(1 + x)� = 1 + �1!x + �(�� 1)2! x2 + � � �+ �(�� 1) � � � (�� n + 1)n! xn + � � � ; (2:3:11)8 x 2 (�1; 1), seria din membrul drept al egalit�at�ii de mai sus �ind absolut 
onvergent�apentru 8 x 2 (�1; 1); 8� 2 IR.În extremit�at�ile intervalului (�1; 1) fa
em urm�atoarele observat�ii pentru seria (2.3.6):a) Da
�a � > 0 atun
i seria (2.3.6) este (A.C.) �si �̂n pun
tele x = 1 �si x = �1 �si atun
i,
onform Teoremei 2.3.5 suma sa va � limx!1x<1 f(x) = 2� �̂n x = 1 �si limx!�1x>�1 f(x) = 0 �̂n x = �1.Într-adev�ar pentru x = 1 avem seria:



96 Capitolul 21Xn=0 an = 1 + 1Xn=1 �(�� 1) � � � (�� n+ 1)n! .Deoare
e:limn!1 ����an+1an ���� = 1 �si limn!1n ����� anan+1 ������ 1! = limn!1n� n+ 1n� � � 1� == limn!1 n(� + 1)n� � = � + 1 > 1,rezult�a 
�a seria 1Xn=0 janj este (C), de
i seria 1Xn=0 an este (A.C.).Pentru x = �1 obt�inem seria alternat�a 1Xn=0(�1)nan. Deoare
e seria modulelor 1Xn=0 janjeste (C), 
onform 
elor de mai sus, rezult�a 
�a �si a
east�a serie este (A.C.).De
i pentru � > 0 seria 1Xn=0 anxn este (A.C.) pentru x 2 [�1; 1℄ 
u suma f(x), �̂n rest�ind divergent�a.b) Da
�a �1 < � < 0 vom ar�ata 
�a seria 1Xn=0 anxn este (S.C.) �̂n x = 1 �si divergent�a �̂nx = �1. Pentru x = 1 avem:an = (�1)n (��)(�� + 1) � � � (�� + n� 1)n! ; n � 1.Pro
ed�am 
a �̂n Problema 1,d). Not�am 
u bn = (��)(�� + 1) � � � (�� + n� 1)n! ; n � 1.S�irul (bn)n�1 este stri
t des
res
�ator, deoare
e bn+1bn = �� + nn+ 1 < 1 �si �̂n plus limn!1 bn = 0.Într-adev�ar, pentru a ar�ata a
est lu
ru s�a 
onsider�am �sirul (
n)n�1 
u proprietatea:bn = 
1 + 
2 + � � � 
nn .Din relat�ia bn+1 = nbn + 
n+1n+ 1 dedu
em 
�a 
n+1 = (n + 1)bn+1 � nbn, adi
�a:
n+1 = (n + 1)(��)(�� + 1) � � � (�� + n)(n+ 1)! � n(��)(�� + 1) � � � (�� + n� 1)n! == (��)bn; 8n � 1: (2:3:12)S�irul (bn)n�1 având limit�a (este monoton des
res
�ator �si m�arginit inferior de 0), rezult�a din(2.3.12) 
�a 9 limn!1 
n = (��) limn!1 bn. Deoare
e �sirul (bn)n�1 este �sirul mediilor aritmeti
eale �sirului (
n)n�1, avem limn!1 bn = limn!1 
n not= l, de unde, 
onform ultimei relat�ii de maisus, rezult�a 
�a l = (��)l, de
i l = 0.Apli
ând 
riteriul lui Leibniz, rezult�a 
�a seria 1Xn=1 an = 1Xn=1(�1)nbn este 
onvergent�a(simplu). A
east�a serie nu este absolut 
onvergent�a, deoare
e seria modulelor:1Xn=1 bn = 1Xn=1 (��)(�� + 1) � � � (�� + n� 1)n!



Serii de puteri 97este divergent�a, 
onform 
riteriului lui Raabe-Duhamel:limn!1n bnbn+1 � 1! = limn!1n� n + 1�� + n � 1� = � + 1 < 1.Din Teorema 2.3.5 dedu
em 
�a suma seriei 1Xn=0 an este limx!1x<1 f(x) = 2�.Pentru x = �1 obt�inem seria 1 + 1Xn=1 bn 
u termeni pozitivi, 
are este divergent�a, a�sa
um am v�azut mai sus.De
i da
�a �1 < � < 0 seria 1Xn=0 anxn este (C) pentru x 2 (�1; 1℄ 
u suma f(x) �sianume (A.C.) da
�a x 2 (�1; 1) �si (S.C.) da
�a x = 1, �̂n rest �ind divergent�a.
) Da
�a � � �1 seria 1Xn=0 anxn este divergent�a pentru x = �1 �si x = 1, deoare
e �sirul(janj)n�1 este monoton 
res
�ator:����an+1an ���� = �� + nn + 1 � 1; de
i an 6! 0, pentru n!1.De
i �̂n a
est 
az seria 1Xn=0 anxn este (A.C.) pentru x 2 (�1; 1) 
u suma f(x), �̂n rest �inddivergent�a.Con
luziile pentru seria (2.3.6) sunt urm�atoarele:a) Da
�a � 2 (0;1) seria 1Xn=0 anxn este:8<: (A.C.) pentru x 2 [�1; 1℄ 
u suma f(x) = (1 + x)�;(D) pentru x 2 (�1;�1) [ (1;1):b) Da
�a � 2 (�1; 0) seria 1Xn=0 anxn este:8>>><>>>: (A.C.) pentru x 2 (�1; 1) 
u suma f(x) = (1 + x)�;(S.C.) pentru x = 1 
u suma f(1) = 2�;(D) pentru x 2 (�1;�1℄ [ (1;1):
) Da
�a � 2 (�1;�1℄ seria 1Xn=0 anxn este:8<: (A.C.) pentru x 2 (�1; 1) 
u suma f(x) = (1 + x)�;(D) pentru x 2 (�1;�1℄ [ [1;1):5. S�a se dezvolte �̂n serie de puteri urm�atoarele fun
t�ii:a) f(x) = 11 + x; jxj < 1; b) f(x) = 11� x; jxj < 1; 
) f(x) = 11 + x2 ; jxj < 1;d) f(x) = ar
tg x; jxj < 1; e) f(x) = ln (1+x); jxj < 1; f) f(x) = ln (1�x); jxj < 1;g) f(x) = p1 + x; jxj < 1; h) f(x) = p1� x; jxj < 1; i) f(x) = 1p1 + x; jxj < 1;j) f(x) = 1p1 + x2 ; jxj < 1; k) f(x) = ln (x+p1 + x2); jxj < 1; l) f(x) = 1 + x1 + x + x2 ;



98 Capitolul 2jxj < 1; m) f(x) = ex1� x; jxj < 1; n) f(x) = sin 2x � 
os 4x; x 2 IR;o) f(x) = 8><>: �sinxx �2 ; da
�a x 2 IR n f0g;1; da
�a x = 0:Rezolvare. a) În egalitatea (2.3.11) lu�am � = �1. Obt�inem:11 + x = 1� x+ x2 � x3 + � � �+ (�1)nxn + � � � ; jxj < 1:b) Tre
ând pe x �̂n �x �̂n relat�ia de mai sus, avem:11� x = 1 + x+ x2 + x3 + � � �+ xn + � � � ; jxj < 1:
) În egalitatea de la pun
tul a) tre
em pe x �̂n x2 �si obt�inem:11 + x2 = 1� x2 + x4 � x6 + � � �+ (�1)nx2n + � � � ; jxj < 1:d) Integrând de la 0 la x termen 
u termen relat�ia de mai sus, rezult�a:ar
tgx = x� x33 + x55 � x77 + � � �+ (�1)n x2n+12n+ 1 + � � �+ C; jxj < 1:Deoare
e f(0) = 0 
onstanta de integrare C este egal�a 
u 0. Obt�inem astfel:ar
tgx = x� x33 + x55 � x77 + � � �+ (�1)n x2n+12n+ 1 + � � � ; jxj < 1:Deoare
e seria obt�inut�a este 
onvergent�a pentru x = 1: 1Xn=0(�1)n 12n+ 1 (
onform
riteriului lui Leibniz) �si pentru x = �1: 1Xn=0(�1)n+1 12n + 1 (
onform a
eluia�si 
riteriu)rezult�a, apli
ând Teorema 2.3.5, 
�a egalitatea de mai sus are lo
 pentru x 2 [�1; 1℄. Luândx = 1 obt�inem:�4 = 1� 13 + 15 � 17 + � � �+ (�1)n 12n+ 1 + � � � ;formul�a 
are ne permite s�a 
al
ul�am 
u aproximat�ie num�arul �. Din pun
t de vedereistori
 seria de mai sus a fost prima serie folosit�a �̂n 
al
ulul num�arului �.Pentru 
al
ulul lui � putem g�asi o serie mai rapid 
onvergent�a de
ât seria alternat�ade mai sus de sum�a ar
tg 1 = �4 . Anume, �e ar
ul � astfel �̂n
ât tg� = 15. Rezult�a 
�atg 2� = 512, iar tg 4� = 120119. De
i 4� difer�a foarte put�in de �4 . Fie:
 = 4�� �4 ; tg 
 = tg 4�� tg �41 + tg 4� � tg �4 = 120119 � 11 + 120119 = 1239 :De
i: �4 = 4�� 
 = 4 ar
tg 15 � ar
tg 1239.Înlo
uind �̂n seria lui ar
tg x pe x 
u 15 �si apoi 
u 1239, obt�inem:� = 3; 1415926535:::Cu a
est pro
edeu � a fost 
al
ulat de W. S
hanke 
u 707 ze
imale.



Serii de puteri 99O alt�a metod�a de 
al
ul a num�arului �, folosind dezvoltarea lui ar
tgx este urm�atoarea:�e � �si � dou�a unghiuri pozitive astfel �̂n
ât �+ � = �4 . Not�am tg� = 1p; p > 1. Atun
i� = �4 � �, iar tg � = 1� 1p1 + 1p = p� 1p+ 1. De
i avem:�4 = ar
tg 1p + ar
tg p� 1p+ 1.Euler a folosit pentru 
al
ulul lui � formula:� = 20 ar
tg 17 + 8 ar
tg 379 , �4 = 5 ar
tg 17 + 2 ar
tg 379.e) Integr�am seria de la pun
tul a) de la 0 la x termen 
u termen:ln (1 + x) = x� x22 + x33 � � � �+ (�1)n xn+1n+ 1 + � � � ; jxj < 1.(
onstanta de integrare este 0), egalitate valabil�a �si pentru x = 1.f) Integrând seria de la pun
tul b) termen 
u termen, obt�inem:� ln (1� x) = x + x22 + x33 + � � �+ 1n+ 1xn+1 + � � � ; jxj < 1;de unde rezult�a:ln (1� x) = �x� x22 � x33 � � � � � xn+1n+ 1 � � � � ; jxj < 1 �si x = �1.g) În egalitatea (2.3.11) lu�am � = 12. G�asim:p1 + x = 1 + 12 � 1!x� 122 � 2!x2 + � � �+ (�1)n�11 � 3 � 5 � � � (2n� 3)2n � n! xn + � � � ; jxj < 1�si x = �1.h) Tre
em pe x �̂n �x �̂n egalitatea de mai sus. Obt�inem:p1� x = 1� 12 � 1!x� 122 � 2!x2�� � �� 1 � 3 � 5 � � � (2n� 3)2n � n! xn�� � � ; jxj < 1 �si x = �1.i) În egalitatea (2.3.11) lu�am � = �12:1p1 + x = 1� 12 � 1!x+ 1 � 322 � 2!x2 + � � �+ (�1)n1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2n � n! xn + � � � ; jxj < 1 �six = 1.j) În relat�ia de mai sus tre
em pe x �̂n x2:1p1 + x2 = 1� 12 � 1!x2 + 1 � 322 � 2!x4 + � � �+ (�1)n 1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2n � n! x2n + � � � ; jxj < 1�si x = �1.k) Integrând ultima relat�ie obt�inut�a termen 
u termen, avem:ln (x +p1 + x2) = x� x33 � 2 � 1! + 1 � 35 � 22 � 2!x5 + � � �+ (�1)n (2n� 1)!!(2n+ 1)(2n)!!x2n+1++ � � � ; jxj < 1 �si x = �1.l) Avem: f(x) = 1 + x1 + x+ x2 = 1� x21� x3 = (1� x2) � 11� x3 .Pentru 11� x3 folosim dezvoltarea b) �̂n 
are tre
em pe x �̂n x3; avem:



100 Capitolul 211� x3 = 1 + x3 + x6 + x9 + � � �+ x3n + � � � ; jxj < 1:Rezult�a atun
i pentru f dezvoltarea:f(x) = (1� x2)(1 + x3 + x6 + x9 + � � �+ x3n + � � �) == 1� x2 + x3 � x5 + x6 � x8 + � � �+ x3n � x3n+2 + � � � ; jxj < 1.m) Folosind dezvolt�arile fun
t�iilor 11� x �si ex, obt�inem:f(x) =  1 + x1! + x22! + � � �+ xnn! + � � �! � (1 + x + x2 + � � �+ xn + � � �) == 1 + �1 + 11!� x+ �1 + 11! + 12!� x2 + � � �+ �1 + 11! + 12! + � � �+ 1n!� xn + � � � ; jxj < 1.n) Avem: f(x) = sin 2x � 
os 4x = 12 [sin 6x� sin 2x℄.Deoare
e:sin 2x = (2x)� (2x)33! + (2x)55! � � � �+ (�1)n (2x)2n+1(2n+ 1)! + � � � ; x 2 IR;sin 6x = (6x)� (6x)33! + (6x)55! � � � �+ (�1)n (6x)2n+1(2n+ 1)! + � � � ; x 2 IR,rezult�a 
�a:f(x) = 12 "(6� 2)x� 63 � 233! x3 + � � �+ (�1)n62n+1 � 22n+1(2n + 1)! x2n+1 + � � �# == 1Xn=0(�1)n 62n+1 � 22n+12 � (2n+ 1)! x2n+1; x 2 IR.o) Avem: f(x) = 8><>: 1� 
os 2x2x2 ; da
�a x 2 IR n f0g1; da
�a x = 0:Din: 
os 2x = 1� (2x)22! + (2x)44! � � � �+ (�1)n (2x)2n(2n)! + � � � ; x 2 IR,rezult�a 
�a:f(x) = 1� 234!x2 + 256!x4 � � � �+ (�1)n+122n�1(2n)!x2n�2 + � � � ; x 2 IR n f0g,egalitate valabil�a �si pentru x = 0.6. S�a se 
al
uleze sumele urm�atoarelor serii de puteri pe intervalele lor de 
onvergent��a:a) S(x) = 1Xn=1 xnn(n+ 1); b) S(x) = 1Xn=1(n + 1)2xn;
) S(x) = 1Xn=1(�1)n�1 nxn+1(n + 1)(n+ 2); d) S(x) = 1Xn=2 xnn2 + n� 2.Rezolvare. a) Termenul general al seriei este anxn = 1n(n+ 1)xn. Deoare
elimn!1 an+1an = 1, rezult�a 
�a raza de 
onvergent��a a seriei este r = 1. Conform Problemei 1,a)mult�imea de 
onvergent��a (absolut�a) a seriei este [�1; 1℄.



Serii de puteri 101Seriile 1Xn=1 xnn �si 1Xn=1 xnn+ 1 �ind 
onvergente pentru x 2 (�1; 1), rezult�a 
�a:1Xn=1 xnn(n + 1) = 1Xn=1 xnn � 1Xn=1 xnn + 1 ; 8 x 2 (�1; 1).Sumele seriilor din membrul drept al egalit�at�ii de mai sus sunt:S1(x) = 1Xn=1 xnn = � ln (1� x), 
onform Problemei 5,f),S2(x) = 1Xn=1 xnn+ 1 = 1x 1Xn=1 xn+1n + 1 = 1x [� ln (1� x)� x℄; pentru x 6= 0.De
i:S(x) = � ln (1�x) + 1x ln (1�x) + 1 = 1� xx ln (1�x) + 1, pentru x 2 (�1; 1) n f0g.Pentru x = 0, S(0) = 0, iar pentru x = �1, 
onform Teoremei 2.3.5, obt�inem:S(1) = limx!1x<1 S(x) = limx!1x<1 "1x � ln (1� x)11�x + 1# = limx!1x<1 0�� 11�x1(1�x)2 + 11A = 1�si S(�1) = limx!�1x>�1 S(x) = �2 ln 2 + 1:De
i: S(x) = 8>>>><>>>>: 1� xx ln (1� x) + 1; da
�a x 2 [�1; 1) n f0g;0; da
�a x = 0;1; da
�a x = 1:b) Notând an = (n+ 1)2 avem limn!1 an+1an = 1, de
i raza de 
onvergent��a a a
estei seriide puteri este 1. Pentru x = �1, anxn 6! 0 pentru n ! 1, de
i seriile sunt divergente.Integrând seria termen 
u termen pe [0; x℄, 0 < jxj < 1, obt�inem:Z x0 S(t) dt = 2x2 + 3x3 + � � �+ nxn + � � � = x(2x + 3x2 + � � �+ nxn�1 + � � �)) 1x Z x0 S(t) dt = 2x + 3x2 + � � �+ nxn�1 + � � � ; jxj < 1; x 6= 0.Printr-o nou�a integrare, avem:Z x0 �1t Z t0 S(�) d�� dt = x2 + x3 + � � �+ xn + � � � :Membrul drept al egalit�at�ii de mai sus este dezvoltarea �̂n serie a fun
t�iei 11� x�x�1.De
i: Z x0 �1t Z t0 S(�) d�� dt = x21� x .Derivând a
east�a relat�ie de dou�a ori, avem:1x Z x0 S(t) dt = 2x� x2(1� x)2 ) Z x0 S(t) dt = 2x2 � x3(1� x)2 .Rezult�a astfel: S(x) = x3 � 3x2 + 4x(1� x)3 ; jxj < 1; x 6= 0.Deoare
e pentru x = 0, S(0) = 0, dedu
em 
�a S are forma de mai sus pentru 8 x;jxj < 1.



102 Capitolul 2
) Deoare
e:limn!1 ������ (�1)n n+1(n+2)(n+3)(�1)n�1 n(n+1)(n+2) ������ = 1,rezult�a 
�a raza de 
onvergent��a a seriei de puteri este r = 1.Pentru x = �1 obt�inem seria 1Xn=1 n(n+ 1)(n+ 2) 
are este divergent�a, având a
eea�sinatur�a 
u seria armoni
�a 1Xn=1 1n divergent�a.Pentru x = 1 avem seria 1Xn=1(�1)n�1 n(n+ 1)(n+ 2) 
are este simplu 
onvergent�a,
onform 
riteriului lui Leibniz.De
i mult�imea de 
onvergent��a a seriei este (�1; 1℄. Pentru x; jxj < 1 deriv�am seriatermen 
u termen:S 0(x) = 1Xn=1(�1)n�1 nxnn + 2 = x3 � 2x24 + 3x35 � � � �+ (�1)n�1 nxnn + 2 + � � � ;de unde, pentru x 6= 0 avem:S 0(x)x = 13 � 2x4 + 3x25 � � � �+ (�1)n�1nxn�1n + 2 + � � � :Integrând seria obt�inut�a termen 
u termen pe intervalul ["; x℄; jxj < 1, 
u " > 0 mi
�si tre
ând la limit�a pentru "! 0, obt�inem:lim"!0 Z x" S 0(t)t dt = x3 � x24 + x35 � � � �+ (�1)n�1 xnn+ 2 + � � � == 1x2  x33 � x44 + x55 � � � �+ (�1)n�1 xn+2n + 2 + � � �! = 1x2  ln (1 + x)� x+ x22 !.Prin derivare, avem:S 0(x)x = � 11+x � 1 + x� x2 � 2x hln (1 + x)� x+ x22 ix4 = x + 2x2(1 + x) � 2x3 ln (1 + x),de unde rezult�a:S 0(x) = x+ 2x(1 + x) � 2x2 ln (1 + x) = � 11 + x + 2x � 2x2 ln (1 + x).Cu o nou�a integrare, obt�inem:S(x) = � ln (1 + x) + 2 ln jxj+ 2x ln (1 + x)� Z 2x � 11 + x dx = � ln (1 + x)++2 ln jxj+ 2x ln (1 + x)� 2[ln jxj � ln (1 + x)℄ + C = ln (1 + x) + 2x ln (1 + x) + C;8 x 2 (�1; 1) n f0g.Dar S(0) = 0 �si fun
t�ia S este 
ontinu�a �̂n x = 0, de
i limx!0S(x) = S(0) = 0.Cal
ulând limita, pentru x! 0, a expresiei obt�inut�a mai sus pentru S(x), avem:limx!0 [ln (1 + x) + 2x ln (1 + x) + C℄ = C + limx!0 ln (1 + x)xx+2 = C + 2.Rezult�a C + 2 = 0, de
i C = �2. În 
on
luzie:



Serii de puteri 103S(x) = 8><>: �1 + 2x� ln (1 + x)� 2; da
�a x 2 (�1; 1℄ n f0g;0; da
�a x = 0:(Pentru x = 1 am folosit Teorema 2.3.5: S(1) = limx!1x<1 S(x) = 3 ln 2� 2).d) Notând an = 1n2 + n� 2, avem limn!1 an+1an = 1. Deoare
e pentru x = �1 seri-ile 1Xn=2 1n2 + n� 2 �si 1Xn=2 (�1)nn2 + n� 2 sunt absolut 
onvergente, rezult�a 
�a mult�imea de
onvergent��a a seriei dat�a este [�1; 1℄.Pentru x 2 (�1; 1) avem:S(x) = 1Xn=2 xn(n� 1)(n+ 2) = 13 1Xn=2� 1n� 1 � 1n + 2� xn = 13 1Xn=2 xnn� 1 � 13 1Xn=2 xnn+ 2,seriile 1Xn=2 xnn� 1 �si 1Xn=2 xnn+ 2 având a
eea�si raz�a de 
onvergent��a 
a �si seria init�ial�a (r = 1).De
i S(x) = x3 1Xn=1 xnn � 13x2 1Xn=2 xn+2n+ 2 ; 8 x 2 (�1; 1) n f0g:Conform Problemei 5,f), avem:S(x) = x3 [� ln (1� x)℄� 13x2 "� ln (1� x)� x� x22 � x33 # = 13 � 1x2 � x� ln (1� x)++13 �x3 + 12 + 1x� ; 8 x 2 (�1; 1) n f0g.Pentru x = 0, S(0) = 0, iar pentru x = 1 �si x = �1 apli
�am Teorema 2.3.5:S(1) = limx!1x<1 S(x) = limx!1x<1 13x2 (1 + x+ x2) � ln (1� x)11�x + 13 �13 + 12 + 1� = 1118�si S(�1) = limx!�1x>�1 S(x) = 23 ln 2� 518.De
i: S(x) = 8>>>><>>>>: 1� x33x2 ln (1� x) + 13 �x3 + 12 + 1x� ; da
�a x 2 [�1; 1) n f0g;0; da
�a x = 0;11=18; da
�a x = 1:7. S�a se 
al
uleze sumele urm�atoarelor serii numeri
e:a) S = 1Xn=1(�1)n�1 13n� 2; b) S = 1Xn=1(�1)n�1 14n� 1.Rezolvare. a) S�a 
onsider�am seria de puteri 1Xn=1(�1)n�1 x3n�23n� 2 
are are raza de
onvergent��a r = 1. Pentru x = 1 seria 1Xn=1 (�1)n�13n� 2 este simplu 
onvergent�a, 
onform
riteriului de Leibniz, iar pentru x = �1 seria 1Xn=1 �13n� 2 este divergent�a. De
i mult�imeade 
onvergent��a a seriei de puteri de mai sus este (�1; 1℄. S�a not�am 
u f suma sa. Pentru



104 Capitolul 2x 2 (�1; 1) derivând seria termen 
u termen, obt�inem:f 0(x) = 1Xn=1(�1)n�1x3n�3 = 1Xn=1(�1)n�1(x3)n�1 = 11 + x3 ,de unde rezult�a 
�a:f(x) = Z dx1 + x3 = 13 Z dx1 + x � 13 Z x� 21� x+ x2 dx = 13 ln (1 +x)� 16 ln (x2�x+ 1)++12 Z dxx2 � x + 1 = 16 ln (1 + x)2x2 � x+ 1 + 1p3ar
tg 2x� 1p3 + C; 8 x 2 (�1; 1).Deoare
e f(0) = 0 rezult�a 
�a C = �6p3. De
i suma seriei este:f(x) = 16 ln (1 + x)2x2 � x+ 1 + 1p3 ar
tg 2x� 1p3 + �6p3 ; 8 x 2 (�1; 1).Pentru x = 1, 
onform Teoremei 2.3.5 avem:S = f(1) = limx!1x<1 f(x) = 16 ln 4 + �3p3 = 13 ln 2 + �3p3.b) Fie seria de puteri 1Xn=1(�1)n�1 x4n�14n� 1 
u mult�imea de 
onvergent��a [�1; 1℄. S�anot�am 
u f suma sa �si s-o deriv�am termen 
u termen pentru x 2 (�1; 1). Obt�inem:f 0(x) = 1Xn=1(�1)n�1x4n�2 = x2 1Xn=0(�1)nx4n,de
i f 0(x) = x2x4 + 1 ; x 2 (�1; 1).Integrând egalitatea de mai sus pe intervalul [0; x℄, 
u jxj < 1, g�asim:f(x) = Z x2x4 + 1 dx = Z x2(x2 +p2x+ 1)(x2 �p2x + 1) dx = � 12p2 Z x dxx2 +p2x+ 1++ 12p2 Z x dxx2 �p2x+ 1 = � 14p2 Z 2x+p2�p2x2 +p2x+ 1 dx+ 14p2 Z 2x�p2 +p2x2 �p2x+ 1 dx ==� 14p2 ln (x2+p2x+1)+ 14Z dx�x+ 1p2�2+ 12 + 14p2 ln (x2�p2x+1)+ 14Z dx�x� 1p2�2+ 12 == 14p2 ln x2 �p2x+ 1x2 +p2x + 1 + 12p2 har
tg (xp2 + 1) + ar
tg (xp2� 1)i ; x 2 (�1; 1).Pentru x = 1, 
onform Teoremei 2.3.5, avem:S = f(1) = limx!1x<1 f(x) = 14p2 ln 2�p22 +p2 + 12p2[ar
tg (p2 + 1) + ar
tg (p2� 1)℄ == �4p2 � 12p2 ln (p2 + 1).8. Fie seria de puteri 1Xn=0 anxn 
u raza de 
onvergent��a r = 1. S�a se demonstreze 
�aare lo
 egalitatea:1Xn=0 anxn = a01� x + x1� x 1Xn=0 �an � xn; 8 x 2 (�1; 1),



Serii de puteri 105unde �an = an+1 � an. Seria din membrul drept al relat�iei de mai sus se nume�stetransformata Euler-Abel a seriei 1Xn=0 anxn. S�a se dea apoi o generalizare a egalit�at�ii de maisus �si s�a se apli
e pentru seria:ar
tg x = x� x33 + x55 � x77 + � � �+ (�1)n x2n+12n+ 1 + � � � ; x 2 (�1; 1).Rezolvare. Fie f(x) suma seriei 1Xn=0 anxn. De
i f(x) = 1Xn=0 anxn, relat�ie 
are sepoate s
rie sub forma: f(x) = a0 + x'(x); (2:1:13)unde '(x) = 1Xn=1 anxn�1 sau s
himbând indi
ele '(x) = 1Xn=0 an+1xn.Înmult�im ambii membri ai ultimei egalit�at�i de mai sus 
u (1� x). Obt�inem:(1� x)'(x) = 1Xn=0 an+1xn � 1Xn=0 an+1xn+1 , (1� x)'(x) = 1Xn=0 an+1xn � 1Xn=1 anxn, (1� x)'(x) = a0 + 1Xn=0(an+1 � an)xn = a0 + 1Xn=0 �an � xn.Cantitatea �an = an+1� an se nume�ste diferent�a de ordinul �̂ntâi a 
oe�
ientului an.Dedu
em astfel:'(x) = a01� x + 11� x 1Xn=0 �an � xn,de
i, 
onform relat�iei (2.1.13):f(x) = a0 + x � '(x) = a0 + xa01� x + x1� x 1Xn=0 �an � xn ,1Xn=0 anxn = a01� x + x1� x 1Xn=0 �an � xn; 8 x 2 (�1; 1): (2:3:14)Apli
ând �̂ntr-un mod asem�an�ator transformata Euler-Abel (formula (2.3.14)) serieide puteri 1Xn=0 �an � xn, obt�inem:1Xn=0 �an � xn = �a01� x + x1� x 1Xn=0 �2an � xn,unde �2an = �(�an) = �an+1 ��an = an+2 � 2an+1 + an sunt diferent�ele de ordinul aldoilea ale 
oe�
ient�ilor an.Dedu
em astfel pentru seria init�ial�a:1Xn=0 anxn = a01� x + x1� x  �a01� x + x1� x 1Xn=0 �2an � xn! == a01� x + x�a0(1� x)2 + � x1� x�2 1Xn=0 �2an � xn.Apli
ând su

esiv de p ori transformata Euler-Abel, obt�inem:



106 Capitolul 21Xn=0 anxn = a01� x + x�a0(1� x)2 + � � �+ xp�1 ��p�1a0(1� x)p + � x1� x�p � 1Xn=0 �pan � xn,unde �pan = �p�1an+1 ��p�1an; n = 0; 1; 2; : : : sunt diferent�ele de ordinul p ale 
oe�
i-ent�ilor an, iar �ka0, (k = 0; 1; : : :) sunt diferent�ele �nite 
onse
utive ale 
oe�
ient�ilor an
u n = 0.Astfel obt�inem pentru fun
t�ia f(x) urm�atoarea dezvoltare:f(x) = p�1Xk=0 �ka0 � xk(1� x)k+1 + � x1� x�p � 1Xn=0 �pan � xn; 8 x 2 (�1; 1); (2:3:15)unde am notat 
u �0a0 = a0.În 
azul parti
ular an = P (n), unde P (n) este un polinom de grad p� 1 �̂n variabilan, formula de mai sus se transform�a �̂ntr-o sum�a �nit�a:1Xn=0P (n) xn = p�1Xk=0 �kP (0) xk(1� x)k+1 ; x 2 (�1; 1); (2:3:16)deoare
e �pP (n) = 0.Tre
ând x! �x �̂n egalitatea (2.3.15) dedu
em:1Xn=0(�1)nanxn = p�1Xk=0 �ka0 (�1)kxk(1 + x)k+1 + (�1)pxp(1 + x)p 1Xn=0 �pan � (�1)nxn; 8 x 2 (�1; 1):(2:3:17)Pentru p!1 relat�iile (2.3.15) �si (2.3.17) ne dau urm�atoarele egalit�at�i:1Xn=0 anxn = 1Xk=0 �ka0 xk(1� x)k+1 = 11� x 1Xk=0 �ka0 � � x1� x�k ; 8 x 2 (�1; 1); (2:3:18)1Xn=0(�1)nanxn = 11 + x 1Xk=0(�1)k�ka0 � � x1 + x�k ; 8 x 2 (�1; 1): (2:3:19)Ca apli
at�ie a transformatei Euler-Abel s�a 
onsider�am dezvoltarea �̂n serie de puteria fun
t�iei ar
tgx:ar
tgx = x� x33 + x55 � x77 + � � �+ (�1)n x2n+12n+ 1 + � � � == 1Xn=0(�1)n x2n+12n+ 1 ; 8 x 2 (�1; 1);valabil�a �si pentru x = �1, 
onform Teoremei 2.3.5.S
riem seria de mai sus sub forma:ar
tg x = x 1� x23 + x45 � x67 + � � �+ (�1)n x2n2n+ 1 + � � �!
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tgx = x � 1Xn=0(�1)n 12n+ 1(x2)n; 8 x 2 [�1; 1℄.Vom apli
a formula (2.3.19) ultimei serii de mai sus 
u an = 12n+ 1 �si x ! x2.Obt�inem:1Xn=0(�1)n 12n+ 1(x2)n = 11 + x2 1Xk=0(�1)k�ka0 �  x21 + x2!k ; 8 x 2 [0; 1):Avem: �0a0 = a0 = 1; �1a0 = a1 � a0 = 13 � 1 = �23 ; �2a0 = a2 � 2a1 + a0 == 15 � 23 + 1 = 815 = 2 � 43 � 5 ; �3a0 = a3 � 3a2 + 3a1 � a0 = 17 � 35 + 1� 1 = �1635 == �2 � 4 � 63 � 5 � 7 ; et
. Prin indu
t�ie matemati
�a se demonstreaz�a 
�a:�pa0 = (�1)p (2p)!!(2p+ 1)!! ; p � 1; �0a0 = 1.De
i:1Xn=0(�1)n 12n+ 1(x2)n = 11 + x2 1Xk=0(�1)k � (�1)k (2k)!!(2k + 1)!! �  x21 + x2!k ; 8 x 2 [0; 1);de unde rezult�a:ar
tg x = x1 + x2 1Xk=0 (2k)!!(2k + 1)!! �  x21 + x2!k ; 8 x 2 [0; 1℄,(valabil�a �si pentru x = 1).Pentru x = yp1� y2 , ar
tgx = ar
sin y. Rezult�a astfel:ar
sin y = yp1� y2 � 1Xk=0 (2k)!!(2k + 1)!! � y2k; 8 y 2 "0; 1p2#sau ar
sin yp1� y2 = 1Xk=0 (2k)!!(2k + 1)!!y2k+1; 8 y 2 "0; 1p2#.S�a integr�am relat�ia de mai sus termen 
u termen. Obt�inem:12(ar
sin y)2 = 1Xk=0 (2k)!!(2k + 1)!! � y2k+22k + 2 ; 8 y 2 "0; 1p2#() 12(ar
sin y)2 = 1Xk=1 [2(k � 1)℄!!(2k � 1)!! � y2k2k ; 8 y 2 "0; 1p2#() 2(ar
sin y)2 = 1Xk=1 [(k � 1)!℄2(2k)! (2y)2k; 8 y 2 "0; 1p2#.Pentru y = 12, g�asim egalitatea:1Xk=1 [(k � 1)!℄2(2k)! = �218 : (2:3:20)9. S�a se apli
e transformata Euler-Abel (formula (2.3.16)) urm�atoarelor serii deputeri, determinându-se astfel sumele a
estora:



108 Capitolul 2a) 1Xn=0(n2 + n+ 1) xn; x 2 (�1; 1); b) 1Xn=0(n5 + n3 + 1) xn; x 2 (�1; 1).Rezolvare. a) Avem P (n) = n2 + n + 1: Cal
ul�am diferent�ele �kP (0):�0P (0) = P (0) = 1; �1P (0) = P (1)�P (0) = 2; �2P (0) = P (2)� 2P (1) +P (0) == 2. Rezult�a:S(x) = 1Xn=0(n2 + n+ 1) xn = 11� x + 2x(1� x)2 + 2x2(1� x)3 ; 8 x 2 (�1; 1).b) Avem P (n) = n5 + n3 + 1. De
i:�0P (0) = P (0) = 1; �1P (0) = P (1)�P (0) = 2; �2P (0) = P (2)� 2P (1) +P (0) == 36; �3P (0) = P (3)�3P (2) + 3P (1)�P (0) = 156; �4P (0) = P (4)�4P (3) + 6P (2)��4P (1) +P (0) = 240; �5P (0) = P (5)�5P (4) + 10P (3)�10P (2) +5P (1)�P (0) = 120:De
i:S(x) = 1Xn=0(n5 + n3 + 1)xn = 11� x + 2x(1� x)2 + 36x2(1� x)3 + 156x3(1� x)4 + 240x4(1� x)5++ 120x5(1� x)6 ; 8 x 2 (�1; 1).10. Folosind Problema 8 �si f[20℄, Capitolul 2, x2, Problema 19g s�a se determinesumele urm�atoarelor serii:1Xk=1 1k2 �si 1Xk=1 (�1)k�1k2 .Rezolvare. În f[20℄, Capitolul 2, x2, Problema 19g am demonstrat egalitatea:1Xk=1 1k2 = 3 1Xk=1 [(k � 1)!℄2(2k)! .A
east�a relat�ie 
ombinat�a 
u formula (2.3.20) ne 
ondu
e la 
on
luzia 
�a:1Xk=1 1k2 = �26 .Pentru a doua serie din enunt�, avem:1Xk=1 (�1)k�1k2 = 1Xk=1 1k2 � 2 1Xk=1 1(2k)2 = 1Xk=1 1k2 � 12 1Xk=1 1k2 = 12 1Xk=1 1k2 = 12 � �26 = �212.De
i: 1Xk=1 (�1)k�1k2 = �212.11. S�a se arate, utiliẑ�nd seriile de puteri, 
�a:Z 10 ln (1 + x)x dx = �212.Rezolvare. Conform Problemei 5,e) avem:ln (1 + x) = x� x22 + x33 � x44 + � � �+ (�1)n xn+1n + 1 + � � � ; 8 x 2 (�1; 1);de unde rezult�a:ln (1 + x)x = 1� x2 + x23 � x34 + � � �+ (�1)n xnn+ 1 + � � � ; 8 x 2 (0; 1).
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e seria de mai sus este 
onvergent�a �̂n x = 0 �si x = 1 rezult�a 
�a suma serieieste 
ontinu�a �̂n pun
tul x = 0, respe
tiv x = 1. Obt�inem egalitatea:f(x) = 1� x2 + x23 � x34 + � � �+ (�1)n xnn + 1 + � � � ; 8 x 2 [0; 1℄,unde f(x) = 8><>: ln (1 + x)x ; da
�a x 2 (0; 1℄;1; da
�a x = 0:Integrând seria de mai sus termen 
u termen pe intervalul [0; 1℄, rezult�a:Z 10 f(x) dx = 1� 122 + 132 � 142 + � � �+ (�1)n 1(n+ 1)2 + � � � :Conform Problemei 10 avem: 1Xn=0 (�1)n(n + 1)2 = �212 ; de unde dedu
em 
�a:Z 10 ln (1 + x)x dx = �212.12. S�a se 
al
uleze, folosind dezvoltarea �̂n serie de puteri a fun
t�iei ex, integrala:Z 10 e�x2 dx,
u o aproximat�ie " < 10�4.Rezolvare. Din dezvoltarea fun
t�iei ex, avem:e�x2 = 1� x21! + x42! � � � �+ (�1)nx2nn! + � � � ; 8 x 2 IR.S
himbând pe x 
u t �si integrând �̂ntre 0 �si x 2 IR seria de mai sus termen 
u termen,obt�inem:Z x0 e�t2 dt = x� x31! � 3 + 12! � x55 + � � �+ (�1)n 1n! � x2n+12n+ 1 + � � � ; 8 x 2 IR.Pentru x = 1 rezult�a:Z 10 e�t2 dt = 1� 13 + 110 � 142 + 1216 � 11320 + 19360 � 175600 + � � � = 1Xn=0 (�1)nn!(2n+ 1).Deoare
e jsn � sj � �n+1, unde sn este suma part�ial�a de ordinul n a seriei alternate1Xn=0(�1)n�n, 
u suma s, impunem 
ondit�ia �n+1 < 1104 , 
u �n = 1n!(2n+ 1). Rezult�a(2n + 3)(n + 1)! > 104 ) n � 6. Cal
ulând suma primilor �sapte termeni (in
lusiv�0), prin transformarea lor �̂n fra
t�ie ze
imal�a (prin lips�a sau prin adaos, a
olo undetransformarea nu se fa
e exa
t), 
u 
in
i ze
imale exa
te, obt�inem:0; 74681 < Z 10 e�x2 dx < 0; 74685.De
i Z 10 e�x2 dx ' 0; 7468:



110 Capitolul 2
PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE13. S�a se determine raza �si intervalul de 
onvergent��a pentru urm�atoarele serii deputeri:a) 1Xn=1 xnnp ; p � 0; b) 1Xn=1 2nn xn; 
) 1Xn=1 xnn(n + 2); d) 1Xn=1 (�1)n3nn� xn; � � 0;e) 1Xn=1(�1)nan � 1n xn; a � 0.14. S�a se determine domeniul de 
onvergent��a al seriilor de puteri generalizate:a) 1Xn=1 1n+ 1 � xx + 1�n ; b) 1Xn=1 n2 + 1n2 + 3n+ 4!n � �x + 2x� 2�n ;
) 1Xn=1 22n � (n!)2(2n)! sinnx.15. S�a se dezvolte �̂n serie de puteri urm�atoarele fun
t�ii:a) f(x) = 11� x2 ; jxj < 1; b) f(x) = ln�1� x1 + x� ; jxj < 1; 
) f(x) = 1(1� x)2 ; jxj < 1;d) f(x) = 1(1� x)3 ; jxj < 1; e) f(x) = 3p1 + x; jxj < 1; f) f(x) = 13p1 + x; jxj < 1;g) f(x) = p1 + x2; jxj < 1; h) f(x) = p1� x2; jxj < 1; i) f(x) = 1p1� x; jxj < 1;j) f(x) = 1p1� x2 ; jxj < 1; k) f(x) = ar
sin x; jxj < 1; l) f(x) = ar

os x; jxj < 1;m) f(x) = ar

tg x; jxj < 1; n) f(x) = 11 + x + x2 ; jxj < 1; o) f(x) = sin3 x; x 2 IR;p) f(x) = x � ar
tg x� ln (1 + x2); jxj < 1; q) f(x) = ex1 + x; jxj < 1; r) f(x) == ar
sin x1� x ; jxj < 1; s) f(x) = (ar
sinx)2; jxj < 1; t) f(x) = (ar
tg x)2; jxj < 1:16. S�a se demonstreze formula:3 ar
tgp312 + 2 ar
tgp337 = �6�si apoi s�a se 
al
uleze � 
u 
in
i ze
imale exa
te folosind relat�ia de mai sus �si dezvoltarea�̂n serie de puteri a fun
t�iei ar
tgx.17. S�a se g�aseas
�a primii termeni ai dezvolt�arii �̂n serie Ma
-Laurin a fun
t�iilor:a) f(x) = ln�sin xx � ; b) f(x) = ln�ar
tg xx � ; 
) f(x) = (1 + x)x;d) f(x) = (1 + x)1=x.18. S�a se 
al
uleze sumele urm�atoarelor serii de puteri pe intervalele lor de 
onvergent��a:a) S(x) = 1Xn=1 xnn(n+ 2); b) S(x) = 1Xn=1 (n� 1)xnn!(n+ 2) ; 
) S(x) = 1Xn=0 (�1)nx2n(n+ 1)(n+ 3).
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al
uleze sumele urm�atoarelor serii numeri
e:a) S = 1Xn=1(�1)n+1 1n ; b) S = 1Xn=0(�1)n 13n + 2; 
) S = 1Xn=0(�1)n 14n+ 1.20. S�a se apli
e transformata Euler-Abel urm�atoarelor serii de puteri, determinându-se astfel sumele a
estora:a) 1Xn=0(n3 + n + 1) xn; b) 1Xn=0(n5 + 2) xn.21. S�a se 
al
uleze, folosind dezvoltarea �̂n serie de puteri a fun
t�iilor sinx �si 
os x,integralele: I1 = Z 10 sinx2 dx �si I2 = Z 10 
os x2 dx
u o aproximat�ie " < 10�4.22. S�a se 
al
uleze, folosind dezvoltarea �̂n serie de puteri, urm�atoarele integrale:a) Z 10 sinxx dx; b) Z 10 sh xx dx; 
) Z 1=20 e�x2 dx
u o aproximat�ie " < 10�3.x4. SERII FOURIERFie fun
t�ia f : [�l; l℄! IR; l > 0 o fun
t�ie integrabil�a pe [�l; l℄. Numerele:a0 = 1l Z l�l f(x) dx; ak = 1l Z l�l f(x) 
os k�xl dx; bk = 1l Z l�l f(x) sin k�xl dx;k 2 IN�, se numes
 
oe�
ient�ii Fourier ai fun
t�iei f �̂n raport 
u sistemul trigonometri
de fun
t�ii: �12 ; 
os �xl ; sin �xl ; � � � ; 
os n�xl ; sin n�xl ; � � ��.Da
�a F : IR! IR este prelungirea periodi
�a de perioad�a 2l a fun
t�iei f , atun
i ori
arear � x0 2 IR avem:ak = 1l Z x0+2lx0 F (x) 
os k�xl dx; k 2 IN; bk = 1l Z x0+2lx0 F (x) sin k�xl dx; k 2 IN�.Seria trigonometri
�a:a02 + 1Xn=1�an 
os n�xl + bn sin n�xl � ; x 2 [�l; l℄unde a0; ak; bk; k 2 IN� sunt 
oe�
ient�ii Fourier ai fun
t�iei f , se nume�ste seria Fouriera fun
t�iei f .O fun
t�ie f : [a; b℄ ! IR se nume�ste neted�a pe [a; b℄ da
�a f 2 C1([a; b℄). O fun
t�ief : [a; b℄ ! IR se nume�ste neted�a pe port�iuni da
�a are derivat�a 
ontinu�a pe [a; b℄ 
uex
ept�ia unui num�ar �nit de pun
te din [a; b℄ �̂n 
are f nu este derivabil�a, dar are derivatelaterale �nite.



112 Capitolul 2Teorema 2.4.1. Da
�a f : [�l; l℄! IR este neted�a pe port�iuni, atun
i seria ei Fouriereste 
onvergent�a �̂n 8 x 2 [�l; l℄ �si suma sa s(x):s(x) = a02 + 1Xn=1�an 
os n�xl + bn sin n�xl �este egal�a 
u:s(x) = 8>><>>: f(x + 0) + f(x� 0)2 ; da
�a x 2 (�l; l);f(�l + 0) + f(l � 0)2 ; da
�a x = �l;unde f(x + 0) = limu!xu>x f(u); f(x� 0) = limu!xu<x f(u).Da
�a f este 
ontinu�a �̂n ori
e pun
t x 2 (�l; l) atun
i s(x) = f(x); 8 x 2 (�l; l), iarda
�a f este neted�a pe [�l; l℄ �si f(�l) = f(l) atun
i s(x) = f(x); 8 x 2 [�l; l℄.Teorema 2.4.2 (Dezvoltarea unei fun
t�ii �̂n serie de 
osinusuri). Da
�a fun
t�iaf : [0; l℄! IR este neted�a pe port�iuni, atun
i seria:a02 + 1Xn=1 an 
os n�xl ,unde an = 2l Z l0 f(x) 
os n�xl dx; n 2 IN , este 
onvergent�a �̂n 8 x 2 [0; l℄. În plus, sumasa s(x) este dat�a prin:s(x) = 8>>>><>>>>: f(x + 0) + f(x� 0)2 ; da
�a x 2 (0; l);f(0 + 0); da
�a x = 0;f(l � 0); da
�a x = l:Teorema 2.4.3 (Dezvoltarea unei fun
t�ii �̂n serie de sinusuri). Da
�a fun
t�iaf : [0; l℄! IR este neted�a pe port�iuni atun
i seria:1Xn=1 bn sin n�xl ,unde bn = 2l Z l0 f(x) sin n�xl dx; n 2 IN�, este 
onvergent�a �̂n 8 x 2 [0; l℄: În plus, sumasa s(x) este: s(x) = 8><>: f(x + 0) + f(x� 0)2 ; da
�a x 2 (0; l);0; da
�a x = 0 �si x = l:PROBLEME REZOLVATE1. S�a se dezvolte �̂n serie Fourier urm�atoarele fun
t�ii:a) f(x) = x; x 2 [�l; l℄; b) f(x) = x2; x 2 [�l; l℄;
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) f(x) = 8<: 0; da
�a x 2 [��; 0);x; da
�a x 2 [0; �℄; d) f(x) = jxj; x 2 [��; �℄;e) f(x) = ar
sin(sinx); x 2 [��; �℄.Rezolvare. Fun
t�iile de mai sus satisfa
 
ondit�iile Teoremei 2.4.1.a) Deoare
e f este impar�a, rezult�a 
�a an = 0; 8 2 IN , iar:bn = 1l Z l�l x sin n�xl dx = 2l Z l0 x sin n�xl dx = � 2n�x 
os n�xl ���l0+ 2n� Z l0 
os n�xl dx == � 2ln� 
osn� + 2l(n�)2 sin n�xl ���l0 = 2ln� (�1)n+1; 8n � 1.De
i seria Fourier aso
iat�a fun
t�iei f este:2l� 1Xn=1 (�1)n+1n sin n�xl
u suma s(x) = 8<: x; da
�a x 2 (�l; l);0; da
�a x = �l:b) Fun
t�ia f �ind par�a rezult�a 
�a bn = 0; 8n � 1, iar:a0 = 1l Z l�l f(x) dx = 2l Z l0 x2 dx = 2l23 ; an = 2l Z l0 f(x) 
os n�xl dx == 2l Z l0 x2 
os n�xl dx = 2n�x2 sin n�xl ���l0 � 2n� Z l0 2x sin n�xl dx = 2l2n� sinn��� 4n� Z l0 x sin n�xl dx = 4l(n�)2x 
os n�xl ���l0 � 4l(n�)2 Z l0 
os n�xl dx = 4l2(n�)2 � (�1)n�� 4l2(n�)3 sin n�xl ���l0 = (�1)n 4l2(n�)2 .Seria Fourier ata�sat�a fun
t�iei f este:l23 + 4l2�2 1Xn=1 (�1)nn2 
os n�xl .Deoare
e fun
t�ia f are derivat�a 
ontinu�a pe [�l; l℄ �si f(�l) = f(l) = l2 rezult�a 
�asuma seriei de mai sus este s(x) = f(x); 8 x 2 [�l; l℄, adi
�a:x2 = l23 + 4l2�2 1Xn=1 (�1)nn2 
os n�xl ; 8 x 2 [�l; l℄.Pentru l = �, obt�inem egalitatea:x2 = �23 + 4 1Xn=1 (�1)nn2 
osnx; 8 x 2 [��; �℄.Da
�a lu�am �̂n relat�ia obt�inut�a x = 0 �si x = � obt�inem suma seriei alternate armoni
egeneralizat�a, 
u � = 2:1� 122 + 132 � � � �+ (�1)n+1 1n2 + � � � = �212,respe
tiv suma seriei armoni
e generalizate 
u � = 2:1 + 122 + 132 + � � �+ 1n2 + � � � = �26 .
) Avem a0 = 1� Z ��� f(x) dx = 1� Z �0 x dx = �2 , iar:



114 Capitolul 2an = 1� Z ��� f(x) 
osnx dx = 1� Z �0 x 
osnx dx = 1n�x sinnx����0 � 1n� Z �0 sinnx dx == 1�n2 
osnx����0 = 1�n2 [(�1)n � 1℄;bn = 1n Z ��� f(x) sinnx dx = 1� Z �0 x sinnx dx = � 1n�x 
os nx����0 + 1n� Z �0 
os nx dx == � 1n � (�1)n + 1n2� sinnx����0 = (�1)n+1n ; 8n � 1.De
i seria Fourier aso
iat�a fun
t�iei f este:�4 + 1Xn=1( 1n2� [(�1)n � 1℄ 
osnx + (�1)n+1n sinnx) == �4 � 2� 1Xk=1 
os (2k � 1)x(2k � 1)2 + 1Xn=1 (�1)n+1n sinnx
u suma: s(x) = 8><>: f(x); da
�a x 2 (��; �);�2 ; da
�a x = �� sau s(x) = 8>>>><>>>>: 0; da
�a x 2 (��; 0);x; da
�a x 2 [0; �);�2 ; da
�a x = ��;f �ind derivabil�a pe [��; �℄ n f0g.d) Cal
ul�am 
oe�
ient�ii Fourier ai fun
t�iei f :a0 = 1� Z ��� f(x) dx = 2� Z �0 x dx = 2x22� ����0 = �,an = 1� Z ��� f(x) 
osnx dx = 2� Z �0 x 
osnx dx = 2n�x sinnx����0 � 2n� Z �0 sinnx dx == 2�n2 
osnx����0 = 2�n2 [(�1)n � 1℄; n � 1,iar bn = 0, 
�a
i f este o fun
t�ie par�a.De
i seria Fourier aso
iat�a fun
t�iei f este:�2 + 1Xn=1 2�n2 [(�1)n � 1℄ 
osnx = �2 � 4� 1Xk=1 
os (2k � 1)x(2k � 1)2a 
�arei sum�a s(x) este:s(x) = 8<: f(x); da
�a x 2 (��; �);�; da
�a x = ��;sau s(x) = jxj; 8 x 2 [��; �℄, f �ind derivabil�a pe [��; �℄ n f0g.e) Deoare
e fun
t�ia f este impar�a rezult�a 
�a an = 0; 8n � 0; iar:bn = 1� Z ��� ar
sin(sin x) � sinnx dx = 2� Z �0 ar
sin(sinx) � sinnx dx == � 2n� ar
sin(sin x) � 
osnx����0 + 2n� Z �0 
osnx � 
os xp1� sin2 x dx = 2n� Z �=20 
osnx dx�� 2n� Z ��=2 
os nx dx = 2�n2 sinnx����=20 � 2�n2 sinnx�����=2 = 2n2� sin n�2 + 2n2� sin n�2 == 4n2� sin n�2 ; 8n � 1.Seria Fourier este:



Serii Fourier 1154� 1Xn=1 1n2 sin n�2 sinnx; 8 x 2 [��; �℄,
u suma s(x) = f(x); 8 x 2 [��; �℄; f �ind derivabil�a pe [��; �℄ n ���2 ; �2�. De
i:ar
sin(sinx) = 4� 1Xn=1 1n2 sin n�2 sinnx = 4� 1Xk=0 (�1)k(2k + 1)2 sin (2k + 1)x; 8 x 2 [��; �℄.Da
�a vom 
onsidera fun
t�ia F : IR ! IR; F (x) = ar
sin(sinx), prelungirea prinperiodi
itate a fun
t�iei f , obt�inem:ar
sin(sinx) = 4� 1Xk=0 (�1)k(2k + 1)2 sin (2k + 1)x; 8 x 2 IR.2. S�a se dezvolte �̂n serie Fourier urm�atoarele fun
t�ii:a) f : [��; �℄! IR; f(x) = 8>>><>>>: �1; da
�a x 2 (��; 0);0; da
�a x = 0; �; ��;1; da
�a x 2 (0; �):b) f : [��; �℄! IR; f(x) = 8>>><>>>: �a; da
�a x 2 [��;��=2);a; da
�a x 2 [��=2; �=2℄;�a; da
�a x 2 (�=2; �℄:
) f : [��; �℄! IR; f(x) = 8>>>>>><>>>>>>: �2a� (x + �); da
�a x 2 ���;��2� ;2a� x; da
�a x 2 ���2 ; �2 � ;2a� (� � x); da
�a x 2 ��2 ; �� :Rezolvare. a) Deoare
e f este impar�a (vezi Figura 2.4.1) rezult�a 
�a an = 0;8n 2 IN . Pentru bn avem:bn = 1� Z ��� f(x) sinnx dx = 2� Z �0 sinnx dx = � 2n� 
osnx����0 = 2n� (1� (�1)n):Seria Fourier aso
iat�a lui f este:1Xn=1 2n� (1�(�1)n) sinnx = 1Xk=0 4�(2k + 1) sin (2k+1)x = 4� �sin x+ sin 3x3 + sin 5x5 + � � ��,
u suma s(x) = f(x). Da
�a F este prelungirea prin periodi
itate a fun
t�iei f pe IR atun
iare lo
 egalitatea:F (x) = 4� �sin x+ sin 3x3 + sin 5x5 + � � �� ; 8 x 2 IR.b) Fun
t�ia f �ind par�a (vezi Figura 2.4.2) rezult�a 
�a bn = 0; 8n 2 IN�: Pentru anavem:a0 = 1� Z ��� f(x) dx = 2� Z �0 f(x) dx = 2� Z �=20 a dx+ 2� Z ��=2(�a) dx = a� a = 0;an = 1�Z ���f(x) 
osnx dx = 2� Z �0 f(x) 
osnx dx = 2� Z �=20 a 
osnx dx� 2� Z ��=2a 
osnx dx == 2a�n sinnx����=20 � 2a�n sinnx�����=2 = 2a�n sin n�2 + 2a�n sin n�2 = 4a�n sin n�2 ; n � 1.
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Figura 2.4.1Seria Fourier aso
iat�a lui f este:4a� 1Xn=1 1n sin n�2 
os nx = 4a� 1Xk=0 12k + 1(�1)k 
os (2k + 1)x == 4a� �
os x� 
os 3x3 + 
os 5x5 � � � ��,
u suma s(x) = 8>>>>>><>>>>>>: �a; da
�a x 2 [��;��=2);a; da
�a x 2 (��=2; �=2);�a; da
�a x 2 (�=2; �℄;0; da
�a x = ��=2; �=2:
) Deoare
e fun
t�ia f este impar�a (vezi Figura 2.4.3) rezult�a 
�a an = 0; 8n 2 IN .Avem:bn = 1� Z ��� f(x) sinnx dx = 2� Z �0 f(x) sinnx dx = 2� Z �=20 2a� x sinnx dx++ 2� Z ��=2 2a� (� � x) sinnx dx = � 4a�2nx 
osnx����=20 + 4a�2n2 sinnx����=20 � 4a�n 
osnx�����=2++ 4a�2nx 
osnx�����=2 � 4a�2n2 sinnx�����=2 = 8a�2n2 sin n�2 .
O2

2

xp-p-p

y

-a

Figura 2.4.3

a

p
p

Seria Fourier aso
iat�a fun
t�iei f este:8a�2 1Xn=1 1n2 sin n�2 sinnx = 8a�2 1Xk=0 1(2k + 1)2 (�1)k sin (2k + 1)x =



Serii Fourier 117= 8a�2 �sinx� sin 3x32 + sin 5x52 � � � ��,
u suma s(x) = f(x); 8 x 2 [��; �℄.3. S�a se dezvolte �̂n serie de 
osinusuri urm�atoarele fun
t�ii:a) f : [0; �℄! IR; f(x) = 8<: 1; da
�a x 2 [0; a℄;0; da
�a x 2 (a; �℄; (0 < a < �):b) f : [0; �℄! IR; f(x) = 8><>: 1� x2�; da
�a 0 � x � 2�;0; da
�a 2� < x � �; (0 < � < �=2):Rezolvare. a) Coe�
ient�ii Fourier sunt:a0 = 2� Z �0 f(x) dx = 2a� ; an = 2� Z a0 
os nx dx = 2n� sinna; 8n � 1:Seria de 
osinusuri ata�sat�a fun
t�iei f este:a� + 2� 1Xn=1 sinnan 
osnx; x 2 [0; �℄,
u suma s(x) = 8>>>><>>>>: 1; da
�a x 2 [0; a);0; da
�a x 2 (a; �℄;12 ; da
�a x = a;
onform Teoremei 2.4.2 (f este derivabil�a pe [0; �℄ n fag).b) Avem:a0 = 2� Z �0 f(x) dx = 2� Z 2�0 �1� x2�� dx = 2�� ,an = 2� Z �0 f(x) 
osnx dx = 2� Z 2�0 �1� x2�� 
osnx dx = 2n� sinnx���2�0 �� 1�� Z 2�0 x 
osnx dx = 2n� sin 2n�� 1��nx sinnx���2�0 + 1��nZ 2�0 sinnx dx = 2n� sin 2n��� 2�n sin 2n�� 1��n2 
osnx���2�0 = 1��n2 (1� 
os 2n�); n � 1.Seria de 
osinusuri aso
iat�a fun
t�iei f este:�� + 1Xn=1 1��n2 (1� 
os 2n�) � 
osnx = 2�� "12 + 1Xn=1�sinn�n� �2 
os nx# ; x 2 [0; �℄,
u suma s(x) = f(x); 8 x 2 [0; �℄, f �ind derivabil�a pe [0; �℄ n f2�g.4. S�a se dezvolte �̂n serie de sinusuri urm�atoarele fun
t�ii:a) f : [0; �℄! IR; f(x) = 
os ax; a 2 IR:b) f : [0; �℄! IR; f(x) = 8<: x; da
�a x 2 [0; �=2℄;0; da
�a x 2 (�=2; �℄:Rezolvare. a) Da
�a a 2 Z, pentru n 6= �a, avem:bn = 2� Z �0 f(x) sinnx dx = 2� Z �0 
os ax � sinnx dx = 1� Z �0 [sin (n+a)x+ sin (n�a)x℄ dx == 1� �� 1n + a 
os (n+ a)x����0 � 1n� a 
os (n� a)x����0� = 1� �� 1n + a 
os (n+ a)� + 1n+ a�



118 Capitolul 2� 1n�a 
os (n�a)� + 1n�a� = 1� � 1n+a(1� 
os (n+a)�) + 1n�a(1� 
os (n�a)�)� == 1� � 1n+ a(1� (�1)n 
os a�) + 1n� a(1� (�1)n 
os a�)� = 2n�(n2 � a2) [1� (�1)n+a℄.Pentru n = a sau n = �a, bn = 0, de
i seria de sinusuri va �:1Xn=1n 6=jaj 2n�(n2 � a2) h1� (�1)n+ai sinnx,
u suma s(x) = 8<: 
os ax; da
�a x 2 (0; �);0; da
�a x = 0 �si x = �;
onform Teoremei 2.4.3.Da
�a a 62 Z atun
i bn = 1� � 2nn2 � a2 (1�(�1)n 
os a�); 8n 2 IN�, iar seria de sinusurieste: 2� 1Xn=1 nn2 � a2 [1� (�1)n 
os a�℄ sinnx,
u suma s(x) = 8<: 
os ax; da
�a x 2 (0; �);0; da
�a x = 0 �si x = �:b) Avem:bn = 2� Z �0 f(x) sinnx dx = 2� Z �=20 x sinnx dx = � 2n�x 
osnx����=20 + 2n� Z �=20 
osnx dx == � 1n 
os n�2 + 2�n2 sinnx����=20 = 2�n � 1n sin n�2 � �2 
os n�2 � ; n � 1;de unde rezult�a:b2k = (�1)k+1 12k ; k 2 IN �; b2k�1 = (�1)k+1 2(2k � 1)2� ; k 2 IN .Seria de sinusuri aso
iat�a fun
t�iei f este:2� 1Xn=1 1n � 1n sin n�2 � �2 
os n�2 � sinnx = 1Xk=1(�1)k+1 12k sin 2kx++ 1Xk=1(�1)k+1 2(2k � 1)2� sin (2k � 1)x,
u suma s(x) = 8>>>><>>>>: x; da
�a x 2 [0; �=2);�4 ; da
�a x = �=2;0; da
�a x 2 (�=2; �℄;f �ind derivabil�a pe [0; �℄ n f�=2g.PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE5. S�a se dezvolte �̂n serie Fourier urm�atoarele fun
t�ii:



Serii Fourier 119a) f(x) = x3; x 2 [�l; l℄; b) f(x) = eax; x 2 [��; �℄; a = 
onst: 6= 0;
) f(x) = 
h ax; x 2 [��; �℄; a 2 IR�; d) f(x) = sh ax; x 2 [��; �℄; a 2 IR�.6. S�a se dezvolte �̂n serie Fourier urm�atoarele fun
t�ii:a) f : [��; �℄! IR; f(x) = 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
0; da
�a x 2 [��;�� + b);�a; da
�a x 2 [�� + b;�b℄;0; da
�a x 2 (�b; b);a; da
�a x 2 [b; � � b℄;0; da
�a x 2 (� � b; �℄; 0 < 2b < �:b) f : [��; �℄! IR; f(x) = 8>>><>>>: 0; da
�a x 2 [��;�
);a; da
�a x 2 [�
; 
℄;0; da
�a x 2 (
; �℄; 0 < 
 < �:
) f : [��; �℄! IR; f(x) = 8>>>>>>><>>>>>>>: 0; da
�a x 2 [��;�
);a
 (x+ 
); da
�a x 2 [�
; 0);a
 (
� x); da
�a x 2 [0; 
℄;0; da
�a x 2 (
; �℄; 0 < 
 < �;(vezi Figura 2.4.4).

O

O

c-c

O c-c

a)

c)

b)

b

-b x

x

x

p

p

p

-p

-p

-p

-p+b

p-b

y

y

y

a

a

a

-a

Figura 2.4.4



120 Capitolul 27. S�a se dezvolte �̂n serie de 
osinusuri urm�atoarele fun
t�ii:a) f : [0; �℄! IR; f(x) = sin ax; a 2 IR�:
b) f : [0; �℄! IR; f(x) =

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:
�2p3 ; da
�a x 2 �0; �3� ;0; da
�a x 2 ��3 ; 2�3 � ;� �2p3 ; da
�a x 2 �2�3 ; �� ;�4p3 ; da
�a x = �3 ;� �4p3 ; da
�a x = 2�3 :8. S�a se dezvolte �̂n serie de sinusuri urm�atoarele fun
t�ii:a) f : [0; �℄! IR; f(x) = 8<: 0; da
�a x 2 [0; a℄;1; da
�a x 2 (a; �℄; 0 < a < �:b) f : [0; �℄! IR; f(x) = 8>>>>>>><>>>>>>>:
�x2p3 ; da
�a x 2 �0; �3 � ;�26p3 ; da
�a x 2 ��3 ; 2�3 � ;�(� � x)2p3 ; da
�a x 2 �2�3 ; �� :



Capitolul 3INTEGRALE IMPROPRII S�IINTEGRALE CU PARAMETRI
x1. INTEGRALE IMPROPRII

1. Integrale pe intervale in�nite (integrale improprii de primul tip)Fie f : [a;+1) ! IR o fun
t�ie integrabil�a pe ori
e interval [a; A℄; A > a. Numimintegrala fun
t�iei f pe intervalul nem�arginit [a;1) sau integrala improprie de primul tip:limA!1 Z Aa f(x) dx not= Z 1a f(x) dx,atun
i 
ând limita de mai sus exist�a (�nit�a sau in�nit�a). Da
�a limita este �nit�a spunem 
�afun
t�ia f este integrabil�a pe [a;1) sau spunem 
�a integrala Z 1a f(x) dx este 
onvergent�a.Da
�a limita de mai sus nu exist�a sau este in�nit�a spunem 
�a f nu este integrabil�a pe[a;1) sau 
�a Z 1a f(x) dx este divergent�a.Analog se introdu
 integralele:Z b�1 f(x) dx = limB!�1 Z bB f(x) dx �si Z 1�1 f(x) dx = limA!1B!�1 Z AB f(x) dx.S�a 
onsider�am �̂n 
ontinuare 
azul f : [a;1)! IR, integrabil�a pe 8 [a; A℄, A > a.Teorema 3.1.1. Da
�a f admite o primitiv�a F pe intervalul [a;1) atun
i:Z 1a f(x) dx = limA!1F (A)� F (a):Teorema 3.1.2 (Cau
hy). Fun
t�ia f este integrabil�a pe [a;1) da
�a �si numai da
�a:8 " > 0 9A0(") > a a.̂�. 8A00 > A0 > A0(") ) �����Z A00A0 f(x) dx����� < ":Not�am 
u �(A) = Z Aa f(x) dx.Teorema 3.1.3. a) Integrala Z 1a f(x) dx este 
onvergent�a da
�a �si numai da
�a8 (A0n)n2IN ; A0n !1; n!1, �sirul (�(A0n))n2IN 
onverge la l (l �ind valoarea integralei).



122 Capitolul 3b) Integrala Z 1a f(x) dx este 
onvergent�a da
�a �si numai da
�a 8 (An)n2IN ; An ! 1;n!1, �sir 
res
�ator, �sirul (�(An))n2IN 
onverge la l.Conse
int�a 3.1.1. Integrala Z 1a f(x) dx este 
onvergent�a da
�a �si numai da
�a 8 (An)n,An !1; n!1; �sir 
res
�ator, seria 1Xn=1 Z AnAn�1 f(x) dx este o serie 
onvergent�a.Da
�a fun
t�ia f este nenegativ�a (f(x) � 0; 8 x 2 [a;1)) atun
i, deoare
e �(A) este
res
�atoare, integrala Z 1a f(x) dx este 
onvergent�a da
�a �si numai da
�a 9 (An)n2IN ;An ! 1; n ! 1, �sir 
res
�ator, astfel �̂n
ât �(An) ! l. O alt�a 
ara
terizare �̂n 
azul�̂n 
are f este nenegativ�a este urm�atoarea: Z 1a f(x) dx este 
onvergent�a da
�a �si numaida
�a 9 (An)n2IN , An ! 1; n ! 1, �sir 
res
�ator, astfel �̂n
ât seria 1Xn=1 Z AnAn�1 f(x) dx s�a�e 
onvergent�a.Teorema 3.1.4. Da
�a integrala Z 1a jf(x)j dx este 
onvergent�a atun
i �si Z 1a f(x) dxeste 
onvergent�a.Spunem 
�a integrala Z 1a f(x) dx este absolut 
onvergent�a da
�a Z 1a jf(x)j dx este 
on-vergent�a. Spunem 
�a integrala Z 1a f(x) dx este simplu 
onvergent�a sau semi-
onvergent�asau 
ondit�ionat 
onvergent�a da
�a Z 1a f(x) dx este 
onvergent�a, dar Z 1a jf(x)j dx este di-vergent�a.Propriet�at�i. Fie f; g : [a;1)! IR dou�a fun
t�ii integrabile pe [a; A℄, 8A > a.a) Da
�a Z 1a f(x) dx este 
onvergent�a �si Z 1a g(x) dx este 
onvergent�a atun
i Z 1a (f(x)++g(x)) dx este �si ea 
onvergent�a �si are lo
 egalitatea:Z 1a (f(x) + g(x)) dx = Z 1a f(x) dx+ Z 1a g(x) dx.b) Da
�a Z 1a f(x) dx este 
onvergent�a �si 
 2 IR atun
i Z 1a 
f(x) dx este 
onvergent�a�si are lo
 egalitatea:Z 1a 
f(x) dx = 
 Z 1a f(x) dx.Criterii de absolut�a 
onvergent��aI) Criteriul de 
omparat�ie 
u m�arginire. Fie f; g : [a;1) ! IR+, f; g 2 R[a;A℄,8A > a. Da
�a f(x) � g(x); 8 x 2 [a;1) atun
i:a) da
�a Z 1a g(x) dx (C) ) Z 1a f(x) dx (C);b) da
�a Z 1a f(x) dx (D) ) Z 1a g(x) dx (D).II) Criteriul de 
omparat�ie 
u limit�a. Fie f; g : [a;1)! IR+; f; g 2 R[a;A℄, 8A > a.Da
�a 9 limx!1 f(x)g(x) = % atun
i:



Integrale improprii 123a) da
�a % 2 (0;1) atun
iZ 1a f(x) dx �si Z 1a g(x) dx au a
eea�si natur�a;b) da
�a % = 0 atun
i 8><>: da
�a Z 1a g(x) dx (C) ) Z 1a f(x) dx (C);da
�a Z 1a f(x) dx (D) ) Z 1a g(x) dx (D):
) da
�a % =1 atun
i 8><>: da
�a Z 1a f(x) dx (C) ) Z 1a g(x) dx (C);da
�a Z 1a g(x) dx (D) ) Z 1a f(x) dx (D):III) Criteriul �̂n � (forma 
u inegalit�at�i). Fie f : [a;1)! IR+, f 2 R[a;A℄, 8A > a.a) Da
�a 9� 2 IR; � > 1 �si K > 0 a.̂�. x�f(x) � K; 8 x 2 [a;1) atun
i Z 1a f(x) dx(C). b) Da
�a 9� 2 IR; � � 1 �si K > 0 a.̂�. x�f(x) � K; 8 x 2 [a;1) atun
i Z 1a f(x) dx(D). III') Criteriul �̂n � (forma 
u limit�a). Fie f : [a;1)! IR+; f 2 R[a;A℄, 8A > a.a) Da
�a 9� 2 IR; � > 1 a.̂�. 9 limx!1x�f(x) = l 2 [0;1) atun
i Z 1a f(x) dx (C).b) Da
�a 9� 2 IR; � � 1 a.̂�. 9 limx!1x�f(x) = l 2 (0;1℄ atun
i Z 1a f(x) dx (D).IV) Criteriul integral (Ma
-Laurin{Cau
hy). Fie f : [1;1)! IR+, des
res
�atoare pe[1;1). Atun
i Z 11 f(x) dx are a
eea�si natur�a 
u seria 1Xn=1 f(n).Criterii de 
onvergent��aI) Criteriul lui Abel. Fie f; g : [a;1)! IR. Da
�a:a) integrala Z 1a f(x) dx este 
onvergent�a;b) fun
t�ia g este monoton�a �si m�arginit�a pe [a;1)atun
i Z 1a f(x)g(x) dx este 
onvergent�a.II) Criteriul lui Diri
hlet. Fie f; g : [a;1)! IR. Da
�a:a) f 2 R[a;A℄; 8A > a �si �(A) = Z Aa f(x) dx este m�arginit�a pe [a;1);b) fun
t�ia g este monoton des
res
�atoare pe [a;1) 
u limx!1 g(x) = 0atun
i Z 1a f(x)g(x) dx este 
onvergent�a.2. Integrale din fun
t�ii nem�arginite (integrale improprii de tipul aldoilea).Fie f : [a; b) ! IR o fun
t�ie nem�arginit�a �̂n ve
in�atatea pun
tului b, integrabil�a peori
e interval [a; t℄; a < t < b. Numim integral�a improprie de al doilea tip pe intervalulne
ompa
t [a; b):limt!bt<b Z ta f(x) dx not= Z ba f(x) dx (se mai noteaz�a Z b�0a f(x) dx)



124 Capitolul 3atun
i 
ând limita de mai sus exist�a (�nit�a sau in�nit�a). Da
�a limita este �nit�a spunem
�a Z ba f(x) dx este 
onvergent�a sau 
�a f este integrabil�a pe intervalul ne
ompa
t [a; b).Da
�a limita de mai sus este in�nit�a sau nu exist�a spunem 
�a fun
t�ia f nu este integrabil�ape [a; b) sau 
�a Z ba f(x) dx este divergent�a.Analog se introdu
 integralele:Z ba f(x) dx = limu!au>a Z bu f(x) �si Z ba f(x) dx = limt!b; t<bu!au>a Z tu f(x) dxpentru o fun
t�ie nem�arginit�a �̂n ve
in�atatea pun
tului a, respe
tiv pentru o fun
t�ie ne-m�arginit�a �̂n ve
in�atatea pun
telor a �si b.S�a 
onsider�am o fun
t�ie f : [a; b)! IR; f 2 R[a;t℄; 8 t 2 (a; b).Teorema 3.1.5 (Cau
hy). Fun
t�ia f : [a; b) ! IR este integrabil�a pe [a; b) da
�a �sinumai da
�a:8 " > 0 9 t" 2 (a; b) a.̂�. 8 t0; t00 
u t" < t0 < t00 < b ) �����Z t00t0 f(x) dx����� < ".Teorema 3.1.6. Da
�a Z ba jf(x)j dx este 
onvergent�a atun
i Z ba f(x) dx este �si ea
onvergent�a.În mod asem�an�ator integralelor improprii de primul tip, se de�ne�ste absoluta 
onver-gent��a a integralelor improprii de al doilea tip. Propriet�at�ile de mai sus de la integralelepe intervale in�nite r�amân valabile �si pentru integralele din fun
t�ii nem�arginite.Pentru studiul 
onvergent�ei sau divergent�ei integralelor improprii de al doilea tipavem 
riterii asem�an�atoare: de 
omparat�ie 
u m�arginire, de 
omparat�ie 
u limit�a, 
riteriullui Abel, 
riteriul lui Diri
hlet. În lo
ul 
riteriului �̂n � avem 
riteriul �̂n �:fIII) Criteriul �̂n � (forma 
u inegalit�at�i). Fie f : [a; b)! IR+, f 2 R[a;t℄; 8 t 2 (a; b).a) Da
�a 9� 2 IR; 0 < � < 1 �si K > 0 a.̂�. (b � x)�f(x) � K; 8 x 2 [a; b) atun
iZ ba f(x) dx este 
onvergent�a.b) Da
�a 9� 2 IR; � � 1 �si K > 0 a.̂�. (b � x)�f(x) � K; 8 x 2 [a; b) atun
iZ ba f(x) dx este divergent�a.fIII') Criteriul �̂n � (forma 
u limit�a). Fie f : [a; b)! IR+; f 2 R[a;t℄, 8 t 2 (a; b).a) Da
�a 9� 2 IR; 0 < � < 1 a.̂�. 9 limx!bx<b (b � x)�f(x) = l 2 [0;1) atun
i Z ba f(x) dxeste 
onvergent�a.b) Da
�a 9� 2 IR; � � 1 a.̂�. 9 limx!bx<b (b � x)�f(x) = l 2 (0;1℄ atun
i Z ba f(x) dx estedivergent�a.Metode de 
al
ul a integralelor improprii de primul tip �si de al doilea tip



Integrale improprii 125Teorema 3.1.7 (Formula integr�arii prin p�art�i). Fie f; g : [a; b)! IR 
u b 2 IR; b > asau b =1. Da
�a f �si g sunt derivabile, 
u derivatele 
ontinue pe [a; b),9 limx!bx<b f(x)g(x) �si este �nit�a,atun
i existent�a uneia dintre integralele:Z ba f(x)g0(x) dx; Z ba f 0(x)g(x) dxantreneaz�a existent�a 
eleilalte �si are lo
 �̂n a
est 
az egalitatea:Z ba f(x)g0(x) dx = limx!bx<b f(x)g(x)� f(a)g(a)� Z ba f 0(x)g(x) dx.Teorema 3.1.8 (Formula s
himb�arii de variabil�a). Da
�a f : [a; b) ! IR; b 2 IR,b > a sau b =1, este 
ontinu�a pe [a; b) �si ' : [�; �)! [a; b) 
u � 2 IR, � > � sau � =1,o fun
t�ie 
u propriet�at�ile:a) ' este stri
t 
res
�atoare pe [�; �);b) ' este derivabil�a 
u derivata 
ontinu�a pe [�; �);
) '(�) = a, iar lim�!��<� '(�) = b,atun
i 
onvergent�a uneia dintre integralele Z ba f(x) dx sau Z �� f('(t)) �'0(t) dt antreneaz�a
onvergent�a 
eleilalte integrale �si are lo
 egalitatea:Z ba f(x) dx = Z �� f('(t)) � '0(t) dt.PROBLEME REZOLVATE1. Folosind de�nit�ia, s�a se 
er
eteze 
onvergent�a integralelor:a) I = Z 10 e�ax 
os x dx; a > 0; b) I = Z 10 dxx3 + 1.Rezolvare. a) Fun
t�ia f(x) = e�ax 
os x este integrabil�a pe 8 [0; A℄; A > 0 �si:Z A0 e�ax 
os x dx = Z A0 e�ax(sinx)0 dx = e�ax sinx���A0 + a Z A0 e�ax sinx dx == e�aA sinA� a Z A0 e�ax(
os x)0 dx = e�aA sinA� ae�ax 
os x���A0 � a2 Z A0 e�ax 
os x dx == e�aA sinA� ae�aA 
osA+ a� a2I.Rezult�a: I = 11 + a2 �e�aA sinA� ae�aA 
osA+ a�.Deoare
e: 9 limA!1 Z A0 e�ax 
os x dx = a1 + a2 ; dedu
em 
�a integrala I este 
onver-gent�a �si Z 10 e�ax 
os x dx = a1 + a2 .b) Fun
t�ia f(x) = 1x3 + 1 este integrabil�a pe 8 [0; a℄; a > 0 �si:



126 Capitolul 3Z a0 dxx3 + 1 = Z a0 dx(x + 1)(x2 � x + 1).Des
ompunem fra
t�ia de mai sus �̂n fra
t�ii simple:1(x+ 1)(x2 � x+ 1) = Ax + 1 + Bx+ Cx2 � x+ 1 ) Ax2�Ax+A+Bx2 +Bx+Cx+C = 1 )A+B = 0; �A +B + C + 0; A+ C = 1. Obt�inem A = 13 ; B = �13 ; C = 23. De
i:Z a0 dxx3 + 1 = 13 Z a0 dxx+ 1 � 13 Z a0 x� 2x2 � x+ 1 dx = 13 ln jx+ 1j���a0� 16 Z a0 2x� 1x2 � x + 1 dx++12 Z a0 dxx2 � x+ 1 = 13 ln (a+ 1)� 16 ln (x2 � x + 1)���a0 + 12 � 2p3ar
tg x� 12p32 ����a0 == 16 ln (a+ 1)2a2 � a+ 1 + 1p3  ar
tg 2a� 1p3 + ar
tg p33 !.Deoare
e 9 lima!1 Z a0 dxx3 + 1 = 2�3p3 rezult�a 
�a integrala I este 
onvergent�a �si I == 2�3p3.2. S�a se 
er
eteze 
are dintre integralele urm�atoare sunt sau nu 
onvergente:a) Z 10 dxx5 + 1; b) Z 11 dxpx2 + 2x� 1; 
) Z 10 e�x sin x dx; d) Z 11 xe�2x sinx dx;e) Z 11 sin 2xxp dx; p > 0; f) Z 10 sinx dx; g) Z 10 x 
os x dx.Rezolvare. a) Deoare
e f(x) > 0; 8 x 2 [0;1), limx!1(x+1)5 �f(x) = 1, iar integralaZ 10 dx(x + 1)5 este 
onvergent�a:Z 10 dx(x + 1)5 = limA!1 Z A0 dx(x + 1)5 = limA!1 � 14(x + 1)4 ����A0 ! = limA!1 14 � 14(A+ 1)4! = 14,rezult�a, 
onform 
riteriului de 
omparat�ie 
�a integrala Z 10 dxx5 + 1 este 
onvergent�a.b) Deoare
e f � 0; limx!1x � f(x) = 1 (� = 1), rezult�a, 
onform 
riteriului �̂n �, 
�aintegrala este divergent�a.
) Deoare
e jf(x)j = je�x sin xj � e�x; 8 x 2 [0;1) �si integrala:Z 10 e�x dx = limA!1 Z A0 e�x dx = limA!1��e�x���A0 � = limA!1(1� e�A) = 1,este 
onvergent�a rezult�a, 
onform 
riteriului de 
omparat�ie 
u m�arginire, 
�a integralaZ 10 je�x sin xj dx este 
onvergent�a, de
i integrala Z 10 e�x sin x dx este absolut 
onvergent�a.d) Avem: jf(x)j = jxe�2x sinxj � xe�2x; 8 x 2 [1;1). Apoi integrala:Z 11 xe�2x dx = limA!1 Z A1 xe�2x dx = limA!1 �12xe�2x���A1 + 12 Z A1 e�2x dx! == limA!1��12Ae�2A + 12e�2 � 14e�2A + 14e�2� = 12e�2 + 14e�2 = 34e�2�ind 
onvergent�a, rezult�a 
�a integrala din enunt� Z 11 xe�2x sinx dx este absolut 
onver-



Integrale improprii 127gent�a.e) Da
�a p > 1, deoare
e ����sin 2xxp ���� � 1xp ; 8 x 2 [1;1), iar integrala Z 11 dxxp este
onvergent�a, rezult�a 
�a integrala din enunt� Z 11 sin 2xxp dx este absolut 
onvergent�a.Da
�a 0 < p � 1 apli
�am 
riteriul lui Diri
hlet. Consider�am f(x) = sin 2x, iarg(x) = 1xp . Avem:Z A1 f(x) dx = Z A1 sin 2x dx = �12 
os 2x���A1 = 12 
os 1� 12 
os 2A,de
i �����Z A1 f(x) dx����� � 1, iar g este o fun
t�ie monoton des
res
�atoare 
u limx!1 g(x) = 0.Rezult�a atun
i 
�a integrala Z 11 sin 2xxp dx este 
onvergent�a. Vom ar�ata �̂n 
ontinuare 
�aa
east�a integral�a nu este absolut 
onvergent�a, adi
�a integrala Z 11 j sin 2xjxp dx este diver-gent�a. Avem inegalitatea:j sin 2xjxp � sin22xxp ; 8 x 2 [1;1).Deoare
e:Z 11 sin22xxp dx = 12 Z 11 1� 
os 4xxp dx = 12 Z 11 dxxp � 12 Z 11 
os 4xxp dxeste divergent�a, �ind diferent�a dintre o integral�a divergent�a 12 Z 11 dxxp �si una 
onvergent�a12 Z 11 
os 4xxp dx �dup�a 
um rezult�a din 
riteriul lui Diri
hlet: f(x) = 
os 4x,Z A1 f(x) dx = Z A1 
os 4x dx = 14 sin 4x���A1 = 14 sin 4A� 14 sin 4 �si �����Z A1 f(x) dx����� � 12 ;8A 2 [1;1), iar g(x) = 12xp este monoton des
res
�atoare 
u limx!1 g(x) = 0�, rezult�a 
�a �siintegrala Z 11 j sin 2xjxp dx este divergent�a, 
onform 
riteriului de 
omparat�ie 
u m�arginire.Dedu
em astfel 
�a �̂n a
est 
az 0 < p � 1 integrala Z 11 sin 2xxp dx este simplu 
onvergent�a.f) Un 
al
ul simplu: Z A0 sinx dx = 1 � 
osA ne arat�a 
�a 6 9 limA!1 Z A0 sinx dx, de
iintegrala Z 10 sin x dx este divergent�a.g) Ca �si la pun
tul f) putem 
al
ula rapid:Z A0 x 
os x dx = Z A0 x(sin x)0 dx = x sin x���A0 � Z A0 sin x dx = A sinA + 
osA� 1,
are nu are limit�a pentru A!1. Rezult�a 
�a integrala Z 10 x 
os x dx este divergent�a.3. S�a se 
er
eteze natura urm�atoarelor integrale �si �̂n 
az de 
onvergent��a s�a se 
al-
uleze valoarea lor:a) Z 1a dxx2 + x� 2 ; a > 1; b) Z 10 x dx(1 + x2)n ; n 2 IN; n > 1; 
) Z 11 dx(1 + x)px ;



128 Capitolul 3d) Z 10 x5 dx(1 + x3)3 ; e) Z 10 dx(a2x + 1)p2a2x + 1 ; a 6= 0; f) Z 10 dxx4 + 1;g) Z 10 e�3x 
os 2x dx; h) Z 10 x2 + 3x + 3(x + 1)3 � e�x sinx dx.Rezolvare. a) Deoare
e f � 0; limx!1 f(x) � x2 = 1; (� = 2 > 1), rezult�a 
onform
riteriului �̂n � 
�a integrala Z 1a dxx2 + x� 2 este 
onvergent�a.Avem: 1x2 + x� 2 = 13 � 1x� 1 � 1x + 2� : De
i:Z 1a dxx2 + x� 2 = �13 ln jx� 1j � 13 ln jx+ 2j� ����1a = 13 ln ����x� 1x+ 2 ���� ����1a = �13 ln a� 1a+ 2 == 13 ln a + 2a� 1.b) Avem: f � 0; limx!1 f(x) � (x + 1)2n�1 = 1; (� = 2n � 1 > 1) �si Z 10 dx(x+ 1)2n�1este 
onvergent�a. Rezult�a 
onform 
riteriului de 
omparat�ie 
u limit�a 
�a integrala dinenunt� este �si ea 
onvergent�a �si:Z 10 x dx(x2 + 1)n = � 12(n� 1) � 1(x2 + 1)n�1 ����10 = 12(n� 1).
) Avem: f � 0; limx!1 f(x)�x3=2 = 1; (� = 32 > 1). Rezult�a, 
onform 
riteriului �̂n �,forma 
u limit�a, 
�a Z 11 dx(1 + x)px este 
onvergent�a. Pentru a o 
al
ula fa
em s
himbareade variabil�a px = t) x = t2; dx = 2t dt; x = 1) t = 1; x!1) t!1. Obt�inem:Z 11 dx(1 + x)px = Z 11 2t dt(1 + t2)t = Z 11 2 dt1 + t2 = 2 ar
tg t���11 = �2 .d) Deoare
e f � 0; limx!1 f(x) � (x + 1)4 = 1, iar Z 10 dx(x + 1)4 este 
onvergent�a,rezult�a 
�a integrala din enunt� este �si ea 
onvergent�a. Pentru a 
al
ula valoarea sa fa
ems
himbarea de variabil�a x3 = t ) 3x2 dx = dt; x = 0 ) t = 0; x ! 1 ) t ! 1.Obt�inem:Z 10 x5 dx(1 + x3)3 = 13 Z 10 t dt(1 + t)3 = 13 Z 10 dt(1 + t)2 � 13 Z 10 dt(1 + t)3 = � 13(t+ 1) ����10 ++16 � 1(t + 1)2 ����10 = 16.e) Avem f � 0; limx!1 f(x) � (x+ 1)3=2 = 1 �si Z 10 dx(x + 1)3=2 este 
onvergent�a. Rezult�a
�a integrala I din enunt� este 
onvergent�a. Not�am 2a2x + 1 = t2 ) 2a2 dx = 2t dt.Obt�inem:I = 1a2 Z 11 t dt�a2 t2�12a2 + 1� � t = 2a2 Z 11 dtt2 + 1 = 2a2ar
tg t���11 = �2a2 .f) Avem f � 0; limx!1 f(x) � (x + 1)4 = 1, iar Z 10 dx(x+ 1)4 este 
onvergent�a. Rezult�a
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�a integrala I din enunt� este 
onvergent�a �si:I = Z 10 dx(x2 + 1)2 � (xp2)2 = Z 10 dx(x2 � xp2 + 1)(x2 + xp2 + 1).Des
ompunem fra
t�ia 1x4 + 1 �̂n fra
t�ii simple:1(x2 � xp2 + 1)(x2 + xp2 + 1) = Ax +Bx2 � xp2 + 1 + Cx +Dx2 + xp2 + 1 )Ax3 +Ax2p2 +Ax+Bx2 +Bxp2 +B+Cx3�Cx2p2 +Cx+Dx2�Dp2x+D = 1 )A+ C = 0; Ap2 +B � Cp2 +D = 0; A+Bp2 + C �Dp2 = 0; B +D = 1.Rezult�a A = � 12p2 ; B = 12 ; C = 12p2 ; D = 12. De
i:I = Z 10 0� � 12p2x+ 12x2 � xp2 + 1 + 12p2x + 12x2 + xp2 + 11A dx = limA!1 Z A0  � x�p22p2(x2 � xp2 + 1)++ x +p22p2(x2 + xp2 + 1)!dx = limA!1 Z A0  � 2x�p2�p24p2(x2 � xp2 + 1) + 2x+p2 +p24p2(x2 + xp2 + 1)!dx == limA!1264� 14p2 ln (x2 � xp2 + 1)���A0 + 14p2 ln (x2 + xp2 + 1)���A0 + 14 Z A0 dx�x� 1p2�2 + 12 ++14 Z A0 dx�x+ 1p2�2 + 12 375 = limA!124 14p2 ln A2 + Ap2 + 1A2 � Ap2 + 1 + p24 ar
tg x� 1p21p2 ����A0 ++ p24 ar
tg x+ 1p21p2 ����A0 35 = limA!1 14p2 ln A2 + Ap2 + 1A2 � Ap2 + 1 + p24 ar
tg (p2A� 1)��p24 ar
tg (�1) + p24 ar
tg (p2A+ 1)� p24 ar
tg 1! = �2p2.g) Deoare
e je�3x 
os 2xj � e�3x; 8 x 2 [0;1), iar integrala Z 10 e�3xdx=�13e�3x���10 == 13 este 
onvergent�a, rezult�a 
�a integrala din enunt� este absolut 
onvergent�a. Avem:I = Z 10 e�3x 
os 2x dx = 12 Z 10 e�3x(sin 2x)0 dx = 12e�3x sin 2x���10 + 32 Z 10 e�3x sin 2x dx == �34 Z 10 e�3x(
os 2x)0 dx = �34e�3x 
os 2x���10 � 94 Z 10 e�3x 
os 2x dx = 34 � 94I.Rezult�a I = 313.h) Deoare
e jf(x)j � x2 + 3x+ 3(x + 1)3 e�x; 8 x 2 [0;1), iar Z 10 x2 + 3x+ 3(x+ 1)3 e�x dx este
onvergent�a (
onform 
riteriului de 
omparat�ie 
u limit�a:limx!1 x2 + 3x+ 3(x + 1)3 e�x � (x+ 1)2 = 0 �si Z 10 dx(x + 1)2 este 
onvergent�a)rezult�a 
�a integrala din enunt� este absolut 
onvergent�a.Pentru a 
al
ula integrala I dat�a, o vom des
ompune �̂n trei integrale, �e
are dintre



130 Capitolul 3ele �ind absolut 
onvergent�a:I = Z 10 x2 + 3x + 3(x + 1)3 e�x sinx dx = Z 10 (x+ 1)2 + (x+ 1) + 1(x+ 1)3 e�x sinx dx == Z 10 e�x sin xx+ 1 dx| {z }I1 + Z 10 e�x sinx(x + 1)2 dx| {z }I2 + Z 10 e�x sin x(x + 1)3 dx| {z }I3 .Avem:I3 = Z 10 e�x sin x(x + 1)3 dx = �12 Z 10  1(x+ 1)2!0 � e�x sin x dx = � e�x sinx2(x + 1)2 ����10 ++12 Z 10 1(x + 1)2 � [�e�x sinx + e�x 
os x℄ dx = 12 Z 10 e�x(
os x� sin x)(x + 1)2 dx.Rezult�a 
�a:I2 + I3 = 12 Z 10 e�x(sinx + 
os x)(x + 1)2 dx = �12 Z 10 � 1x + 1�0 � e�x(sinx + 
os x) dx == �12 � e�xx+ 1(sinx + 
os x)���10 + 12 Z 10 1x + 1 � e�x(� sinx� 
os x+ 
os x� sinx) dx == 12 � Z 10 e�x sinxx + 1 dx.De
i: I2 + I3 = 12 � I1. Rezult�a 
�a I = I1 + I2 + I3 = 12.4. S�a se arate 
�a:a) Z 10 x dx(x + a)(x + b)2 = 8>><>>: 1(a� b)2 �a ln ab � a+ b� ; da
�a a 6= b;12a; da
�a a = b:b) Z 10 dx(x+ a)(x2 + b2) = 1b(a2 + b2) ��2a� b ln ab�;
) Z 10 x dx(x+ a)(x2 + b2) = 1a2 + b2 ��2 b+ a ln ab� ;unde a > 0; b > 0.Rezolvare. Integralele de mai sus sunt 
onvergente.a) Pentru a 6= b des
ompunem fra
t�ia x(x+ a)(x + b)2 �̂n fra
t�ii simple:x(x+ a)(x + b)2 = Ax+ a + Bx+ b + C(x+ b)2) x = Ax2 + 2Abx + Ab2 +Bx2 +Bax +Bbx +Bab + Cx + Ca) A+B = 0; 2Ab+Ba+Bb+C = 1; Ab2 +Bab+Ca = 0 ) A = � a(a� b)2 ; B == a(a� b)2 ; C = � b(a� b) .Rezult�a atun
i:Z 10 x dx(x+ a)(x + b)2 = Z 10 "� a(a� b)2(x + a) + a(a� b)2(x+ b) � b(a� b) � 1(x + b)2 # dx == limt!1(Z t0 �a(a� b)2 � 1x+ a � 1x + b� dx� b(a� b) Z t0 dx(x + b)2) =



Integrale improprii 131= limt!1(� a(a� b)2 ln x+ ax+ b ����t0 + b(a� b)(x + b) ����t0) = a(a� b)2 ln ab � b(a� b)b == 1(a� b)2 �a ln ab � a+ b�.Da
�a a = b atun
i Z 10 x dx(x+ a)3 = Z 10 dx(x+ a)2 � a Z 10 dx(x + a)3 = � 1x + a ����10 ++ a2(x+ a)2 ����10 = 12a .b) Avem: 1(x + a)(x2 + b2) = Ax+ a + Bx + Cx2 + b2 ) 1 = Ax2 + b2A+Bx2 +Bax++Cx + Ca) A+B = 0; Ba+ C = 0; Ab2 + Ca = 1 ) A = 1a2 + b2 ; B = � 1a2 + b2 ;C = aa2 + b2 .Rezult�a astfel:Z 10 dx(x+ a)(x2 + b2) = Z 10 � 1a2 + b2 � 1x+ a � 1a2 + b2 � x� ax2 + b2 � dx == limt!1 " 1a2 + b2 ln (x+ a)� 12(a2 + b2) ln (x2 + b2) + ab(a2 + b2)ar
tg xb # ����t0 == limt!1 " 1a2 + b2 ln x+ apx2 + b2 ����t0 + ab(a2 + b2)ar
tg tb# = � 1a2 + b2 ln ab + �a2b(a2 + b2) == 1b(a2 + b2) ��2a� b ln ab�.
) Avem: x(x + a)(x2 + b2) = Ax+ a + Bx+ Cx2 + b2 ) x = Ax2 + b2A+Bx2 +Bax++Cx+ Ca ) A+B = 0; Ba+ C = 1; Ab2 +Ca = 0 ) A = � aa2 + b2 ; B = aa2 + b2 ;C = b2a2 + b2 .Obt�inem atun
i:Z 10 x dx(x+ a)(x2 + b2) = Z 10 "� aa2 + b2 � 1x + a + 1a2 + b2 � ax + b2x2 + b2 # dx == limt!1 "� aa2 + b2 ln (x + a) + a2(a2 + b2) ln (x2 + b2) + b2b(a2 + b2)ar
tg xb # ����t0 == limt!1 "� aa2 + b2 ln x + apx2 + b2 + ba2 + b2 ar
tg xb # ����t0 = aa2 + b2 ln ab + ba2 + b2 � �2 == 1a2 + b2 ��2 b + a ln ab�.5. S�a se 
al
uleze integrala:I(�) = Z 1�1 x2 dxx4 � 2x2 
os 2�+ 1 ; � 6= k�2�si apoi s�a se dedu
�a valorile integralelor:a) I1 = Z 1�1 x2 dxx4 + 1; b) I2 = Z 1�1 x2 dxx4 � x2 + 1; 
) I3 = Z 1�1 x2 dxx4 + x2 + 1.



132 Capitolul 3Rezolvare. Deoare
e f � 0; limx!�1 f(x) � x2 = 1 (� = 2 > 1) rezult�a 
�a integralaI(�) este 
onvergent�a. Avem:x4 � 2x2 
os 2� + 1 = x4 + 1 + 2x2 � 2x2(1 + 
os 2�) = (x2 + 1)2 � 4x2
os2� == (x2 � 2x 
os� + 1)(x2 + 2x 
os�+ 1).Des
ompunem fra
t�ia x2x4 � 2x2 
os 2� + 1 �̂n fra
t�ii simple:x2x4 � 2x2 
os 2�+ 1 = Ax+Bx2 � 2x 
os� + 1 + Cx+ Dx2 + 2x 
os� + 1) Ax3 + 2Ax2 
os�+ Ax +Bx2 + 2Bx 
os� +B + Cx3 � 2Cx2 
os� + Cx +Dx2��2Dx 
os�+D = x2 ) A+C = 0; 2A 
os�+B�2C 
os�+D = 1; A+2B 
os�+C��2D 
os� = 0; B +D = 0:Obt�inem: A = 14 
os�; B = 0; C = � 14 
os�; D = 0. De
i:I(�) = 14 
os� limA!1B!�1 "Z AB x dxx2 � 2x 
os� + 1 � Z AB x dxx2 + 2x 
os� + 1# == 18 
os� limA!1B!�1 "Z AB 2x� 2 
os�x2 � 2x 
os� + 1 dx� Z AB 2x+ 2 
os�x2 + 2x 
os�+ 1 dx++2 
os� Z AB dxx2 � 2x 
os� + 1 + 2 
os� Z AB dxx2 + 2x 
os� + 1# == 18 
os� ln x2 � 2x 
os� + 1x2 + 2x 
os� + 1 ����1�1+ 14 sin�ar
tg x� 
os�sin� ����1�1+ 14 sin�ar
tg x + 
os�sin� ����1�1 == �2 sin�; � 6= k�2 .Atun
i:a) pentru � = �4 ) I1 = I ��4� = Z 1�1 x2 dxx4 + 1 = �p2;b) pentru � = �6 ) I2 = I ��6� = Z 1�1 x2 dxx4 � x2 + 1 = �;
) pentru � = �3 ) I3 = I ��3� = Z 1�1 x2 dxx4 + x2 + 1 = �p3.6. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale:a) Z 2�0 dxa2 
os2 x+ b2 sin2 x; a; b > 0; b) Z �0 dxa+ b 
os x + 
 sinx; a2 > b2 + 
2;
) Z 2�0 sin2 xa� b 
os x dx; a > b > 0.Rezolvare. a) Pentru 
al
ulul integralei, vom des
ompune intervalul [0; 2�℄ �̂n inter-vale de lungime �=2. Obt�inem:I = Z 2�0 dxa2 
os2 x+ b2 sin2 x = Z �0 dxa2 
os2 x+ b2 sin2 x + Z 2�� dxa2 
os2 x + b2 sin2 x .În a doua integral�a de mai sus fa
em s
himbarea de variabil�a x� � = y. Rezult�a:I = Z �0 dxa2 
os2 x + b2 sin2 x + Z �0 dya2 
os2 y + b2 sin2 y = 2 Z �0 dxa2 
os2 x + b2 sin2 x =



Integrale improprii 133= 2 Z �=20 dxa2 
os2 x + b2 sin2 x + 2 Z ��=2 dxa2 
os2 x + b2 sin2 x .În a doua integral�a din expresia de mai sus fa
em s
himbarea de variabil�a x� �2 = y.Rezult�a:I = 2 Z �=20 dxa2 
os2 x+ b2 sin2 x+2 Z �=20 dya2 sin2 y + b2 
os2 y = 2 Z �=20 dxa2 
os2 x+ b2 sin2 x++2 Z �=20 dxa2 sin2 x+ b2 
os2 x .În integralele de mai sus fa
em s
himbarea de variabil�a tgx = t ) x = ar
tg t,dx = dt1 + t2 , x = 0 ) t = 0, x ! �2 ) t ! 1. Obt�inem astfel integrale improprii deprimul tip, 
onvergente. Rezult�a de
i:I = 2 Z 10 1a2 11+t2 + b2 t21+t2 � dt1 + t2 + 2 Z 10 1a2 t21+t2 + b21+t2 � dt1 + t2 == 2 Z 10 dta2 + b2t2 + 2 Z 10 dtb2 + a2t2 = 2b2 � baar
tg tba ����10 + 2a2 � ab ar
tg tab ����10 = 2�ab .b) Presupunem a; b; 
 > 0; 
elelalte 
azuri se trateaz�a �̂n mod asem�an�ator. Fa
ems
himbarea de variabil�a tg x2 = t ) x = 2ar
tg t; dx = 2 dt1 + t2 , x = 0 ) t = 0,x! � ) t!1. Obt�inem o integral�a de primul tip 
onvergent�a:I = Z 10 1a+ b1�t21+t2 + 
 2t1+t2 � 2 dt1 + t2 = 2 Z 10 dt(a� b)t2 + 2
t+ (a + b) == 2a� b Z 10 dtt2 + 2
a�bt + 
2(a�b)2 + a+ba�b � 
2(a�b)2 = 2a� b Z 10 dt�t+ 
a�b�2 + a2�b2�
2(a�b)2 == 2a� b � a� bpa2 � b2 � 
2 � ar
tg t + 
a�bpa2�b2�
2a�b ����10 = �pa2 � b2 � 
2�� 2pa2 � b2 � 
2 � ar
tg 
pa2 � b2 � 
2 = 2pa2 � b2 � 
2  �2 � ar
tg 
pa2 � b2 � 
2! == 2pa2 � b2 � 
2ar
tg pa2 � b2 � 
2
 .
) Des
ompunem integrala �̂n:I = Z �0 sin2 xa� b 
os x dx+ Z 2�� sin2 xa� b 
os x dx.În integrala a doua de mai sus fa
em s
himbarea de variabil�a x� � = y. De
i:I = Z �0 sin2 xa� b 
os x dx+ Z �0 sin2 ya+ b 
os y dy = Z �0 sin2 xa� b 
os x dx + Z �0 sin2 xa + b 
os x dx.În ultimele dou�a integrale obt�inute fa
em s
himbarea de variabil�a tg x2 = t ) x == 2ar
tg t; dx = 21 + t2 dt; x = 0 ) t = 0, x ! � ) t ! 1. Obt�inem dou�a integraleimproprii de primul tip:I = Z 10 4t2(1+t2)2a� b1�t21+t2 � 21 + t2 dt+ Z 10 4t2(1+t2)2a+ b1�t21+t2 � 21 + t2 dt =



134 Capitolul 3= 8 Z 10 t2 dt[(a+ b)t2 + a� b℄ � (t2 + 1)2 + 8 Z 10 t2 dt[(a� b)t2 + a+ b℄ � (t2 + 1)2 .Des
ompunem �̂n fra
t�ii simple fun
t�iile de integrat de mai sus, 
are sunt amândou�ade tipul: t2(1 + t2)2 � (At2 +B) = Mt +N1 + t2 + Pt+Q(1 + t2)2 + Rt + SAt2 +B (A 6= B)) (Mt +N)(1 + t2)(At2 +B) + (Pt+Q)(At2 +B) + (Rt + S)(1 + 2t2 + t4) = t2, (Mt+N)(At2 +B+At4 +Bt2) +PAt3 +QAt2 +BPt+BQ+Rt+S+ 2Rt3 + 2St2++Rt5 + St4 = t2,MAt3 +MBt+AMt5 +MBt3 +NAt2 +NB+NAt4 +NBt2 +PAt3 +QAt2 +BPt++QB +Rt + S + 2Rt3 + 2St2 +Rt5 + St4 = t2) AM +R = 0; NA + S = 0; MA +MB + PA+ 2R = 0; NA +NB +QA+ 2S == 1; MB +BP +R = 0; NB +QB + S = 0:Obt�inem: M = 0; N = B(A� B)2 ; P = 0; Q = 1A�B; R = 0; S = � AB(A� B)2 .De
i: t2(1 + t2)2(At2 +B) = B(A� B)2 � 11 + t2 + 1A� B � 1(1 + t2)2 � AB(A� B)2 � 1At2 +B .Rezult�a:I = 8 "a� b4b2 Z 10 dt1 + t2 + 12b Z 10 dt(1 + t2)2 � a2 � b24b2 Z 10 dt(a+ b)t2 + (a� b)#++8 "a+ b4b2 Z 10 dt1 + t2 � 12b Z 10 dt(1 + t2)2 � a2 � b24b2 Z 10 dt(a� b)t2 + (a+ b)# == 4ab2 Z 10 dt1 + t2 � 8(a2 � b2)4b2(a+ b) � pa+ bpa� b � ar
tg t �sa+ ba� b ����10 � 8(a2 � b2)4b2(a� b) � pa� bpa+ b � ar
tg t��sa� ba+ b ����10 = 2a�b2 � 2pa2 � b2b2 � �2 � 2pa2 � b2b2 � �2 = 2�b2 (a�pa2 � b2).7. S�a se arate 
�a integrala Euler-Poisson:K = Z 10 e�x2 dxeste 
onvergent�a �si are valoarea p�=2.Rezolvare. Deoare
e f � 0; limx!1(x+1)2 �e�x2 = 0 �si Z 10 dx(x + 1)2 = � 1x + 1 ����10 = 1este 
onvergent�a, rezult�a 
onform 
riteriului de 
omparat�ie 
u limit�a 
�a integrala K este
onvergent�a.Pentru a 
al
ula a
east�a integral�a, s�a 
onsider�am inegalitatea evident�a:1 + t < et; 8 t 2 IR n f0g , (1 + t)e�t < 1; 8 t 2 IR n f0g.Înlo
uind t = �x2; x 2 IR n f0g, obt�inem inegalit�at�ile:(1� x2)ex2 < 1 �si (1 + x2)e�x2 < 1.



Integrale improprii 135Vom 
onsidera prima inegalitate de mai sus doar pe intervalul (0; 1), iar a doua pe inter-valul (0;1). De
i:1� x2 < e�x2; 8 x 2 (0; 1) �si e�x2 < 11 + x2 ; 8 x 2 (0;1).Ridi
�am la puterea n inegalit�at�ile obt�inute:(1� x2)n < e�nx2; 8 x 2 (0; 1) �si e�nx2 < 1(1 + x2)n ; 8 x 2 (0;1),iar pe a
estea din urm�a le integr�am pe intervalul (0; 1), respe
tiv (0;1). Obt�inem:Z 10 (1� x2)n dx < Z 10 e�nx2 dx < Z 10 e�nx2 dx < Z 10 dx(1 + x2)n : (3:1:1)Pentru integrala Z 10 e�nx2 dx fa
em s
himbarea de variabil�a pnx = y. G�asim:Z 10 e�nx2 dx = Z 10 e�y2 dypn = 1pnK: (3:1:2)Apoi �̂n integrala Z 10 (1� x2)n dx fa
em s
himbarea de variabil�a x = 
os t. Rezult�a:Z 10 (1� x2)n dx = Z �=20 sin2n+1 t dt = (2n)!!(2n+ 1)!! ; (3:1:3)
onform fCapitolul 1, x2, Problema 15g. În integrala Z 10 dx(1 + x2)n fa
em s
himbarea devariabil�a x = 
tg t; obt�inem:Z 10 dx(1 + x2)n = Z �=20 sin2n�2 t dt = (2n� 3)!!(2n� 2)!! � �2 : (3:1:4)Obt�inem astfel din (3.1.1){(3.1.4) �sirul de inegalit�at�i:pn (2n)!!(2n+ 1)!! < K < pn � (2n� 3)!!(2n� 2)!! � �2 .Ridi
ând la p�atrat inegalit�at�ile de mai sus, obt�inem:n � [(2n)!!℄2[(2n+ 1)!!℄2 < K2 < n � [(2n� 3)!!℄2[(2n� 2)!!℄2 � �24 ,n2n+ 1 � [(2n)!!℄2[(2n� 1)!!℄2 � (2n+ 1) < K2 < n2n� 1 � [(2n� 3)!!℄2(2n� 1)[(2n� 2)!!℄2 � ��2�2 : (3:1:5)Utilizând formula lui Wallis:�2 = limn!1 " (2n)!!(2n� 1)!!#2 � 12n+ 1(vezi fCapitolul 1, x2, Problema 16g), tre
em la limit�a �̂n (3.1.5). Rezult�a:K2 = �4 ) K = p�2 (K > 0);



136 Capitolul 3de
i: Z 10 e�x2 dx = p�2 .8. Pornind de la de�nit�ie s�a se studieze 
onvergent�a integralelor:a) Z 10 dxp1� x2 ; b) Z 1=20 dxx ln2 x .Rezolvare. a) Fun
t�ia de sub semnul integral�a f este nem�arginit�a pe [0; 1), limx!1x<1 f(x)==1. Este o integral�a improprie de al doilea tip. Avem:Z 10 dxp1� x2 = limt!1t<1 Z t0 dxp1� x2 = limt!1t<1 ar
sinx���t0 = limt!1t<1 ar
sin t = �2 .b) Avem limx!0x>0 f(x) =1: Rezult�a:Z 1=20 dxx ln2 x = limu!0u>0 Z 1=2u dxx ln2 x = limu!0u>0 Z 1=2u (lnx)0ln2 x dx = limu!0u>0  � 1lnx ����1=2u ! == limu!0u>0 � 1lnu + 1ln 2� = 1ln 2.9. S�a se 
er
eteze natura urm�atoarelor integrale:a) Z ba dxpx2 � a2 ; 0 < a < b; b) Z �0 dxpsin x ; 
) Z �=20 dx(sinx)p ; p 2 IR;d) Z �=20 (sinx)� � (
os x)� dx; �; � 2 IR; e) Z 10 (lnx)2 dx; f) Z 10 sin 1xpx dx;g) Z 10 sin 1xx dx.Rezolvare. Integralele sunt improprii de al doilea tip, fun
t�iile de sub semnul inte-gral�a �ind nem�arginite pe intervalele respe
tive.a) Avem f(x) � 0; 8 x 2 (a; b℄; limx!ax>a f(x) =1; iar:limx!ax>a 1px2 � a2 � (x� a)1=2 = 1p2a; � = 12 < 1.Rezult�a 
onform 
riteriului �̂n � 
�a integrala este 
onvergent�a.b) Avem: f(x) > 0; 8 x 2 (0; �); limx!0x>0 f(x) � x1=2 = limx!0x>0 pxpsinx = 1; � = 12 < 1.Rezult�a 
�a integrala Z ��a0 dxpsin x; 0 < a < �, este 
onvergent�a.Apoi: limx!�x<� f(x) � (� � x)1=2 = limx!�x<� p� � xpsinx ��x=y= limy!0y>0 pypsin y = 1; � = 12 < 1.Dedu
em 
�a �si integrala Z �a dxpsinx; 0 < a < � este 
onvergent�a.În 
on
luzie integrala Z �0 dxpsin x este 
onvergent�a.
) Da
�a p > 0, deoare
e f(x) > 0; 8 x 2 �0; �2 �, iar limx!0x>0 f(x) � xp = 1 rezult�a 
�a



Integrale improprii 137integrala are a
eea�si natur�a 
u integrala Z 10 dxxp . Dedu
em astfel 
�a pentru 0 < p < 1integrala este 
onvergent�a, iar pentru p � 1 integrala este divergent�a.Da
�a p � 0 integrala este o integral�a proprie, de
i 
onvergent�a. În 
on
luzie da
�ap 2 (�1; 1) integrala este 
onvergent�a, iar da
�a p 2 [1;1) integrala este divergent�a.d) Da
�a �; � � 0 integrala este proprie, de
i 
onvergent�a. Da
�a � < 0 integrala esteimproprie �̂n x = 0, f(x) > 0; 8 x 2 (0; �=2). Deoare
e limx!0x>0 f(x) � x�� = 1, rezult�a 
�aintegrala I1 = Z �=2�a0 (sinx)�(
os x)� dx; 0 < a < �=2, are a
eea�si natur�a 
u integralaZ �=2�a0 x� dx. De
i I1 este 
onvergent�a pentru �� < 1, (0 >)� > �1 �si este divergent�apentru �� � 1, � � �1.Da
�a � < 0 integrala este improprie �̂n x = �2 , f(x) > 0; 8 x 2 (0; �=2). Deoare
e:limx!�=2x<�=2 f(x) � ��2 � x��� �2�x=y= limy!0y>0 (
os y)� � (sin y)� � y�� = 1,rezult�a 
�a integrala I2 = Z �=2a (sinx)�(
os x)� dx; 0 < a < �2 ; are a
eea�si natur�a 
uintegrala Z �=2a ��2 � x�� dx. De
i I2 este 
onvergent�a pentru �� < 1 ) �1 < �(< 0) �sidivergent�a pentru �� � 1, � � �1.De
i �̂n 
on
luzie integrala din enunt� este 
onvergent�a da
�a � 2 (�1;1) �si � 22 (�1;1), �̂n rest �ind divergent�a.e) Avem f(x) > 0; 8 x 2 (0; 1) �si:limx!0x>0 px�(lnx)2 = limx!0x>0 (lnx)21px = limx!0x>0 2x lnx� 12px � 1x = �4 limx!0x>0 lnx1px = �4 limx!0x>0 1x� 12px � 1x = 0.Deoare
e � = 12 < 1, 
onform 
riteriului �̂n �, rezult�a 
�a integrala este 
onvergent�a.f) Integrala este improprie de al doilea tip �̂n x = 0, iar fun
t�ia de sub semnul integral�aare �si valori nenegative �si valori nepozitive. S�a studiem mai �̂ntâi absoluta 
onvergent��a aintegralei date, adi
�a integrala:I0 = Z 10 ���sin 1x ���px dx.Deoare
e limx!0x>0 x� � ���sin 1x ���px = 0 pentru 12 < � < 1 rezult�a 
�a integrala I0 este 
onvergent�a,de
i integrala din enunt� este absolut 
onvergent�a.g) S�a fa
em s
himbarea de variabil�a 1x = y. Rezult�a:Z 10 sin 1xx dx = � Z 11 sin y1y � 1y2 dy = Z 11 sin yy dy = Z 11 sin xx dx.



138 Capitolul 3Astfel am transformat integrala improprie de al doilea tip �̂ntr-o integral�a improprie deprimul tip.Integrala Z 11 sinxx dx este 
onvergent�a, dup�a 
um rezult�a din 
riteriul lui Diri
hlet 
uf(x) = sin x; g(x) = 1x; x � 1. Fun
t�ia f este integrabil�a Riemann pe 8 [1; A℄; A > 1�si �(A) = Z A1 sinx dx = � 
osA+ 
os 1 este m�arginit�a pe [1;1) : j�(A)j � 2, iar fun
t�iag este monoton des
res
�atoare pe [1;1) �si limx!1 g(x) = 0.Rezult�a de
i 
�a integrala Z 10 sin 1xx dx este 
onvergent�a. Vom ar�ata �̂n 
ontinuare 
�aa
east�a integral�a nu este absolut 
onvergent�a. Presupunem prin redu
ere la absurd 
�aintegrala este absolut 
onvergent�a, adi
�a integrala:Z 10 ���sin 1x ���x dx = Z 11 j sinxjx dx este 
onvergent�a.Dar:Z 11 j sinxjx dx � Z 11 sin2xx dx = 12 Z 11 1� 
os 2xx dx = 12 Z 11 dxx � 12 Z 11 
os 2xx dx.Deoare
e Z 11 
os 2xx dx este 
onvergent�a (
onform 
riteriului lui Diri
hlet: f(x) = 
os 2x;�(A) = Z A1 
os 2x dx = 12 sin 2x���A1 = 12(sin 2A � sin 2) �si j�(A)j � 1; 8A � 1, iarg(x) = 1x este monoton des
res
�atoare 
u limx!1 g(x) = 0) ar rezulta 
�a �si integrala 12 Z 11 dxxar � 
onvergent�a, 
eea 
e este absurd. De
i integrala:Z 10 sin 1xx dx = Z 11 sin xx dxeste simplu 
onvergent�a.10. S�a se 
er
eteze natura urm�atoarelor integrale �si �̂n 
az de 
onvergent��a s�a se
al
uleze valoarea lor:a) Z 10 x �s x1� x dx; b) Z 1�1 dxpx2 � 3x+ 2; 
) Z 1�1 dx(x + 2)p1� x2 ;d) Z 10 (x + 2) dxqx(1� x) ; e) Z ba sx� ab� x dx; a < b; f) Z 1�1 x ar
sinxp1� x2 dx.Rezolvare. a) Avem: f(x) � 0; 8 x 2 [0; 1) �si limx!1x<1 f(x) � (1�x)1=2 = 1; � = 12 < 1.Rezult�a 
�a integrala este 
onvergent�a.Pentru a o 
al
ula, fa
em s
himbarea de variabil�a x = sin2 t ) dx = sin 2t dt.Obt�inem:I = Z �=20 sin2 t � sin t
os t � 2 sin t 
os t dt = 2 Z �=20 sin4 t dt = 12 Z �=20 (1� 
os 2t)2 dt == 12 Z �=20 �1� 2 
os 2t+ 1 + 
os 4t2 � dt = 34 � �2 � 12 sin 2t����=20 + 116 sin 4t����=20 = 3�8 .



Integrale improprii 139b) Deoare
e f(x) > 0; 8 x 2 [�1; 1) �si:limx!1x<1 (1� x)1=2q(x� 2)(x� 1) = limx!1x<1 (1� x)1=2(1� x)1=2 � (2� x)1=2 = 1; � = 12 < 1,rezult�a 
�a integrala este 
onvergent�a.Fa
em s
himbarea de variabil�a s1� x2� x = t) q(1� x)(2� x) = t(2� x), x == 2t2 � 1t2 � 1 , dx = �2t(t2 � 1)2 dt, x = �1) t = t1 = s23, x = 1) t = t2 = 0. Rezult�a:I = Z t2t1 1t �2� 2t2�1t2�1 � � �2t(t2 � 1)2 dt = � Z t1t2 2 dtt2 � 1 = � ln ����t� 1t+ 1 ����t1t2 = ln p3 +p2p3�p2 == ln (5 + 2p6).
) Avem f(x) > 0; 8 x 2 (�1; 1) �si:limx!1x<1 (1� x)1=2(x + 2)p1� x2 = 13p2 ; limx!�1x>�1 (x+ 1)1=2(x+ 2)p1� x2 = 1p2,de
i integrala este 
onvergent�a.Fa
em s
himbarea de variabil�a s1� x1 + x = t ) p1� x2 = t(1 + x), x = 1� t21 + t2 ,dx = �4t dt(1 + t2)2 , x! �1) t!1, x! 1) t! 0. De
i:I = Z 01 1�1�t21+t2 + 2� t �1 + 1�t21+t2 � � �4t dt(1 + t2)2 = 2 Z 10 dtt2 + 3 = 2p3ar
tg tp3 ����10 = �p3.d) Deoare
e f(x) > 0; 8 x 2 (0; 1), iar:limx!0x>0 x1=2(x + 2)qx(1� x) = 2; limx!1x<1 (1� x)1=2(x+ 2)qx(1� x) = 3,rezult�a 
�a integrala este 
onvergent�a.Fa
em s
himbarea de variabil�a s x1� x = t ) qx(1� x) = t(1 � x), x = t21 + t2 ,dx = 2t dt(1 + t2)2 , x! 0) t! 0, x! 1) t!1. Obt�inem:I = Z 10 t21+t2 + 2t �1� t21+t2 � � 2t dt(1 + t2)2 = 2 Z 10 3t2 + 2(t2 + 1)2 dt = 4 Z 10 dtt2 + 1 +2 Z 10 t2 dt(t2 + 1)2 == 4 Z 10 dtt2 + 1 � Z 10 � 1t2 + 1�0 � t dt = 4 Z 10 dtt2 + 1 � tt2 + 1 ����10 + Z 10 dtt2 + 1 == 5 ar
tg t���10 = 5�2 .e) Fun
t�ia f de sub semnul integral�a satisfa
e relat�iile: f(x) � 0; 8 x 2 [a; b), iarlimx!bx<b f(x) � (b� x)1=2 = pb� a. Rezult�a 
�a integrala este 
onvergent�a. Fa
em s
himbareade variabil�a x = a 
os2 '+ b sin2 ', ' 2 (0; �=2); x = a) ' = 0, x! b (x < b)) '!! �=2 (' < �=2), dx = (b� a) sin 2'd'. Obt�inem:



140 Capitolul 3I = Z �=20 vuut b sin2 '� a sin2 'b 
os2 '� a 
os2 ' � (b� a) sin 2'd' = Z �=20 2(b� a) sin2 'd' == (b� a) Z �=20 (1� 
os 2') d' = (b� a)��2 � 12 sin 2'����=20 � = �2 (b� a).f) Avem f(x) > 0; 8 x 2 (�1; 1) �si:limx!1x<1 (1� x)1=2 � x ar
sinxp1� x2 = �2p2 ; limx!�1x>�1 (1 + x)1=2x ar
sinxp1� x2 = �2p2.Rezult�a 
�a integrala este 
onvergent�a. Obt�inem:I = Z 1�1 x(ar
sin x)0 ar
sinx dx = 12 Z 1�1 x[(ar
sin x)2℄0 dx = 12x(ar
sin x)2���1�1��12 Z 1�1(ar
sinx)2 dx = �24 � 12 Z 1�1(ar
sinx)2 dx ar
sinx=y= �24 � 12 Z �=2��=2 y2 
os y dy = �24 ��12 Z �=2��=2y2(sin y)0 dy = �24 � 12y2 sin y����=2��=2+Z �=2��=2y sin y dy = �24 ��24 �Z �=2��=2y(
os y)0 dy== �y 
os y����=2��=2 + Z �=2��=2 
os y dy = sin y����=2��=2 = 2.11. S�a se arate 
�a integrala:I = Z 10 xp1� x3 dxare sens �si s�a se a
e apoi, prin dezvoltare �̂n serie, valoarea ei.Rezolvare. Deoare
e f(x) � 0; 8 x 2 [0; 1), iar:limx!1x<1 (1� x)1=2 � xq(1� x)(1 + x + x2) = 1p3 ; � = 12 < 1,rezult�a 
�a integrala este 
onvergent�a.Pentru a determina dezvoltarea �̂n serie a fun
t�iei xp1� x3 pornim de la dezvoltarea�̂n serie:1p1� x = 1+ 12 � 1!x+ 1 � 322 � 2!x2+1 � 3 � 523 � 3! x3+� � �+1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2n � n! xn+� � � ; jxj < 1;(vezi fCapitolul 2, x3, Problema 15g). Rezult�a:xp1� x3 = x 1 + 12 � 1!x3 + 1 � 322 � 2!x6 + 1 � 3 � 523 � 3! x9 + � � �+ 1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2n � n! x3n + � � �! ;8 x 2 (�1; 1). Integr�am pe [0; a℄ (0 < a < 1) seria de puteri de mai sus, termen 
utermen. Obt�inem:Z a0 xp1� x3 dx =  x22 + 12 � 1! � x55 + 1 � 322 � 2! � x88 + 1 � 3 � 523 � 3! � x1111 + � � �++ 1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2n � n! � x3n+23n+ 2 + � � �! ����a0 )Z a0 xp1�x3dx= a22 + 12 � 1! �a55 + 1 � 322 � 2! �a88 +1 � 3 � 523 � 3! �a1111 +� � �+1 � 3 � 5 � � � (2n�1)2n � n! � a3n+23n+2+� � � :(3:1:6)Seria obt�inut�a mai sus pentru a = 1:



Integrale improprii 14112 + 1Xn=1 1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2n � n! � 13n+ 2este 
onvergent�a, dup�a 
um rezult�a din 
riteriul lui Raabe-Duhamel. Într-adev�ar:limn!1n anan+1 � 1! = limn!1n "(2n+ 2)(3n+ 5)(2n+ 1)(3n+ 2) � 1# = 32 > 1.Dedu
em astfel 
�a putem tre
e la limit�a pentru a! 1 �̂n egalitatea (3.1.6), �̂n membruldrept tre
ând la limit�a termen 
u termen. Obt�inem:Z 10 xp1� x3 dx = 12 + 1Xn=1 1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2n � n! � (3n+ 2) .12. S�a se 
al
uleze integralele:I = Z �=20 ln sinx dx; J = Z �=20 ln 
os x dx.Rezolvare. În integrala J fa
em s
himbarea de variabil�a �2 � x = y. Obt�inem:J = Z �=20 ln sin y dy = I.Deoare
e � ln sinx � 0; 8 x 2 �0; �2 �, iar:limx!0x>0 px � (� ln sinx) = limx!0x>0 � ln sinx1px = limx!0x>0 � 
os x � 1sin x� 12px � 1x = 2 limx!0x>0 px 
os x = 0,rezult�a 
�a integrala �I este 
onvergent�a, de
i I �si J(= I) sunt �si ele 
onvergente.Avem:2I = I + J =Z �=20 (ln sin x+ ln 
os x) dx =Z �=20 ln sin 2x2 dx =Z �=20 ln sin 2x dx� �2 ln 2.În ultima integral�a obt�inut�a mai sus fa
em s
himbarea de variabil�a 2x = y ) x = y2,dx = dy2 , x = 0) y = 0, x = �2 ) y = �. Rezult�a:2I = 12 Z �0 ln sin y dy � �2 ln 2 = 12 Z �=20 ln sin x dx+ 12 Z ��=2 ln sinx dx� �2 ln 2 == 12 Z �=20 ln sin x dx+ 12 Z �=20 ln sin y dy � �2 ln 2 = 12(I + I)� �2 ln 2 = I � �2 ln 2.Obt�inem astfel: I = ��2 ln 2 = J .O alt�a metod�a pentru 
al
ulul integralelor I �si J este urm�atoarea: fa
em �̂n I s
him-barea de variabil�a x = 2t. Rezult�a:I = 2 Z �=40 ln sin 2t dt = 2 ln 2 � �4 + 2 Z �=40 ln sin t dt+ 2 Z �=40 ln 
os t dt.În ultima integral�a obt�inut�a mai sus fa
em s
himbarea �2 � t = y. Obt�inem:I = � ln 22 + 2 Z �=40 ln sin t dt+ 2 Z �=2�=4 ln sin t dt = � ln 22 + 2 "Z �=40 ln sin t dt++ Z �=2�=4 ln sin t dt# = � ln 22 + 2 Z �=20 ln sin x dx.
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i: I = � ln 22 + 2I: Rezult�a: I = ��2 ln 2 = J .13. S�a se arate 
�a:a) Z 1a dx(x + b)px� a = �pa+ b ; a + b > 0;b) Z 1�1 dx(a2x2 + b2)p1� x2 = �bpa2 + b2 ; a; b > 0;
) Z ba f(x)q(x� a)(b� x) dx = 2 Z �=20 f(a 
os2 t+ b sin2 t) dt; a < b:Rezolvare. a) Integrala dat�a este o integral�a improprie de ambele tipuri. Avem:limx!1 x3=2(x + b)px� a = 1; � = 32 > 1 �si limx!ax>a (x� a)1=2(x + b)px� a = 1a+ b ; � = 12 < 1.Rezult�a 
�a integrala este 
onvergent�a.Not�am x � a = t2 ) x = a + t2; dx = 2t dt; x ! a ) t ! 0; x ! 1 ) t ! 1.De
i: I = Z 10 1(t2 + a+ b)t � 2t dt = 2pa + b ar
tg tpa + b ����10 = �pa+ b .b) Este o integral�a improprie de al doilea tip, 
onvergent�a deoare
e:limx!1x<1 (1� x)1=2(a2x2+b2)p1�x2 = 1p2(a2+b2) �si limx!�1x>�1 (1 + x)1=2(a2x2+b2)p1�x2 = 1p2(a2+b2) .Not�am x = sin t ) dx = 
os t dt; x ! �1 ) t ! ��=2; x ! 1 ) t ! �=2.Obt�inem: I = Z �=2��=2 
os t dt(a2 sin2 t+ b2) 
os t = Z �=2��=2 dta2 sin2 t+ b2 .În ultima integral�a obt�inut�a not�am tg t = y ) t = ar
tg y; dt = dy1 + y2 . Rezult�a:I = Z 1�1 1a2 y21+y2 + b2 � dy1 + y2 = Z 1�1 dy(a2 + b2)y2 + b2 = 1a2 + b2 � pa2 + b2b ��ar
tg ybpa2 + b2 ����1�1 = �bpa2 + b2 .
) Integrala este 
onvergent�a:limx!ax>a (x� a)1=2 � f(x)q(x� a)(b� x) = f(a)pb� a; limx!bx<b (b� x)1=2 � f(x)q(x� a)(b� x) = f(b)pb� a .Not�am x = a 
os2 t + b sin2 t; dx = (b� a) sin 2t dt; x! a) t! 0; x! b) t!! �=2. Obt�inem:I = Z �=20 f(a 
os2 t + b sin2 t)q(b sin2 t� a sin2 t)(b 
os2 t� a 
os2 t) � (b� a) sin 2t dt == Z �=20 f(a 
os2 t+ b sin2 t)(b� a) sin t 
os t (b� a)2 sin t 
os t dt = 2 Z �=20 f(a 
os2 t+ b sin2 t) dt.14. S�a se arate 
�a integrala:



Integrale improprii 143I = Z 10 lnx1 + x2 dxare sens �si 
�a valoarea ei este zero.Rezolvare. Este o integral�a improprie de ambele tipuri 
onvergent�a. Într-adev�ar,deoare
e: limx!1 x3=2 lnx1 + x2 = limx!1 lnxpx = limx!1 1x12px = 0; � = 32 > 1;rezult�a 
�a integrala Z 11 lnx1 + x2 dx este 
onvergent�a.Apoi din:limx!0x>0 px(� lnx)1 + x2 = limx!0x>0 � lnx1px = limx!0x>0 � 1x� 12px � 1x = 0; � = 12 < 1,rezult�a 
�a �si integrala Z 10 (� lnx)1 + x2 dx este 
onvergent�a. De
i integrala:I = Z 10 lnx1 + x2 dx = � Z 10 (� lnx)1 + x2 dx + Z 11 lnx1 + x2 dxeste 
onvergent�a.Pentru a 
al
ula integrala de mai sus, o des
opunem din nou �̂n:I = Z 10 lnx1 + x2 dx+ Z 11 lnx1 + x2 dx.În prima integral�a fa
em s
himbarea de variabil�a 1x = y ) x = 1y ; dx = � 1y2 dy,x! 0) y !1; x = 1) y = 1. Rezult�a:Z 10 lnx1 + x2 dx = Z 11 ln 1y1 + 1y2 � 1y2 dy = � Z 11 ln y1 + y2 dy.De
i: I = � Z 11 lnx1 + x2 dx+ Z 11 lnx1 + x2 dx = 0.15. S�a se 
er
eteze natura urm�atoarelor integrale:a) Z �=20 ln (sinx)x� dx; � 2 IR; b) Z 10 sin �x + 1x�x� dx; � 2 IR;
) Z 10 xm ar
tgx2 + xn dx; m; n 2 IR; d) Z 10 dxxp + xq ; p; q 2 IR;e) Z 11 ax sin 1x dx; a > 0.Rezolvare. a) Integrala din enunt� este:I =�Z �=20 ln 1sin xx� dx =�Z �=20 f(x) dx =�I1; f(x)= ln 1sinxx� � 0; 8 x 2 �0; �2 �.Da
�a � < 0 avem:limx!0x�� ln (sinx) = limx!0 ln sinxx� = limx!0 
osxsinx�x��1 = limx!0 
os x�x� � xsin x = 0.Rezult�a 
�a integrala este o integral�a proprie, de
i 
onvergent�a.Da
�a � � 0 avem:limx!0x� � � ln sinxx� = limx!0 � ln sin xx��� = limx!0 � 
osxsin x(�� �)x����1 = limx!0 � 
os x�� � � xsinx � x���.



144 Capitolul 3Pentru 0 � � < 1 exist�a �; � < � < 1 a.̂�. limx!0x�f(x) = 0, de
i I1 este 
onvergent�a,iar I este absolut 
onvergent�a. Pentru � � 1 exist�a �; 1 � � � � a.̂�.:limx!0x�f(x) = limx!0 � ln sinxx��� =1,de
i I1 �si I sunt divergente.În 
on
luzie da
�a � < 1 integrala este absolut 
onvergent�a, iar da
�a � � 1 integralaeste divergent�a.b) Des
ompunem integrala dat�a �̂n:I = Z 10 sin �x + 1x�x� dx = Z b0 sin �x+ 1x�x� dx| {z }I1 + Z ab sin �x+ 1x�x� dx| {z }I2 + Z 1a sin �x + 1x�x� dx| {z }I3 ,(I2 este proprie, putem lua b < 1 �si a > 1).Vom studia separat integralele I1 �si I3. Pentru I1 fa
em s
himbarea de variabil�a'(x) = x + 1x = t, ' este stri
t des
res
�atoare pe (0; b℄, derivabil�a 
u derivata 
ontinu�a,x! 0) '(0+)!1, x = b) '(b) = b + 1b , '�1 : ['(b);1)! (0; b℄, '�1(t) == t�pt2 � 42 ; ('�1(t))0 = pt2 � 4� t2pt2 � 4 . Rezult�a:I1 = Z b0 sin'(x)x� dx = Z b+ 1b1 sin t� t�pt2�42 �� � pt2 � 4� t2pt2 � 4 dt == Z 1b+ 1b 2��1 sin t(t�pt2 � 4)��1 � pt2 � 4 = Z 1b+ 1b 2��1 sin t � (t+pt2 � 4)��14��1 � pt2 � 4 == 12��1 Z 1b+ 1b sin tpt2 � 4 � (t+pt2 � 4)��1 dt.Da
�a � � 0 integrala I1 este proprie, de
i 
onvergent�a. Da
�a 0 < � < 2 atun
i I1este 
onvergent�a, dup�a 
um rezult�a din 
riteriul lui Diri
hlet. Într-adev�ar 
onsiderândf(t) = sin t �si g(t) = (t+pt2 � 4)��1pt2 � 4 avem:�(A)=Z Ab+ 1b f(t) dt=� 
os t���Ab+ 1b =
os�b+ 1b�� 
osA; j�(A)j � 2; 8A � b+ 1b ,iar g este monoton des
res
�atoare la 0 pentru t ! 1, deoare
e � < 2. Da
�a � � 2integrala I1 transformat�a mai sus este divergent�a. Se folose�ste 
riteriul lui Cau
hy �sianume se arat�a 
�a:9 "0 > 0 a.̂�. 8A0 > b + 1b 9A0; A00; A00 > A0 > A0 a.̂�. �����Z A00A0 h(x) dx����� � "0,unde h(x) = sinx � (x+px2 � 4)��1px2 � 4 .Pentru I3 fa
em s
himbarea  (x) = x + 1x = t,  este stri
t 
res
�atoare pe [a;1),derivabil�a 
u derivata 
ontinu�a,  �1 : [ (a);1) ! [a;1); x ! 1 ) t ! 1, x = a )



Integrale improprii 145t = a+ 1a ,  �1(t) = t +pt2 � 42 , [ �1(t)℄0 = pt2 � 4 + t2pt2 � 4 . Rezult�a:I3 = Z 1a sin (x)x� dx = Z 1a+ 1a sin t� t+pt2�42 �� � pt2 � 4 + t2pt2 � 4 dt == 2��1 Z 1a+ 1a sin t(t+pt2 � 4)��1 � pt2 � 4 dt.Pentru studiul a
estei integrale apli
�am 
riteriul lui Diri
hlet �̂n 
azul � > 0. Con-sider�am f(t) = sin t;�(A) =Z Aa+ 1a sin t dt =� 
os t���Aa+ 1a = 
os�a+ 1a�� 
osA; j�(A)j � 2; 8A > a+ 1a ,iar g(t) = 1(t+pt2 � 4)��1pt2 � 4 este monoton des
res
�atoare la 0, pentru t ! 1.Rezult�a 
�a da
�a � > 0 I3 este 
onvergent�a. Da
�a � � 0 I3 este divergent�a, 
onform
riteriului lui Cau
hy:9 "0 a.̂�. 8A0 > a+ 1a; 9A0; A00; A00 > A0 > A0 a.̂�. �����Z A00A0 eh(x) dx����� � "0,unde eh(x) = sin x (x+px2 � 4)1��px2 � 4 .În 
on
luzie integrala I este 
onvergent�a da
�a 0 < � < 2, �̂n rest ea este divergent�a.Pentru a studia absoluta 
onvergent��a a integralei date vom studia absoluta 
onvergent��aa integralelor:�I1 = Z 1
 sin t(t+pt2 � 4)1�� � pt2 � 4 dt �si �I2 = Z 1
 sin t(t+pt2 � 4)��1 � pt2 � 4 dt;
 > 2. S�tim de mai sus 
�a �I1 este 
onvergent�a pentru � < 2, iar �I2 este 
onvergent�apentru � > 0.Pentru �I1 avem:�I01 = Z 1
 j sin tj(t +pt2 � 4)1�� � pt2 � 4 dt � Z 1
 sin2 t(t +pt2 � 4)1�� � pt2 � 4 dt == 12 Z 1
 dt(t +pt2 � 4)1�� � pt2 � 4 � 12 Z 1
 
os 2t(t+pt2 � 4)1�� � pt2 � 4 dt = I4 + I5:Deoare
e I4 este divergent�a pentru � � 1, iar I5 este 
onvergent�a pentru � < 2, rezult�a
�a �I01 este divergent�a pentru 2 > � � 1. Pentru � < 1 avem:j sin tj(t+pt2 � 4)1�� � pt2 � 4 � 1(t+pt2 � 4)1�� � pt2 � 4,iar Z 1
 dt(t+pt2 � 4)1�� � pt2 � 4 este 
onvergent�a. De
i �I1 este absolut 
onvergent�apentru � < 1 �si simplu 
onvergent�a pentru 1 � � < 2.Pentru �I2 avem:�I02 = Z 1
 j sin tj(t +pt2 � 4)��1 � pt2 � 4 dt � Z 1
 sin2 t(t +pt2 � 4)��1 � pt2 � 4 dt =



146 Capitolul 3= 12 Z 1
 dt(t+pt2 � 4)��1 � pt2 � 4 � 12 Z 1
 
os 2t(t+pt2 � 4)��1 � pt2 � 4 dt = I6 + I7.Deoare
e I6 este divergent�a pentru � � 1, iar I7 este 
onvergent�a pentru � > 0, rezult�a
�a �I02 este divergent�a pentru 0 < � � 1. Pentru � > 1 avem:j sin tj(t+pt2 � 4)��1 � pt2 � 4 � 1(t+pt2 � 4)��1 � pt2 � 4,iar integrala Z 1
 dt(t+pt2 � 4)��1 � pt2 � 4 este 
onvergent�a. De
i �I2 este absolut 
on-vergent�a pentru � > 1 �si simplu 
onvergent�a pentru 0 < � � 1.Dedu
em �̂n �nal 
�a integrala init�ial�a I nu este absolut 
onvergent�a pentru ni
i ovaloare a lui �.
) Fun
t�ia de sub semnul integral�a este f(x) = xm � ar
tgx2 + xn > 0; 8 x 2 (0;1):Cazul I : m > 0; n > 0. Avem o integral�a improprie de primul tip. Deoare
e:L = limx!1x� � xm ar
tgx2 + xn = �2 limx!1 xm+�2 + xneste �nit pentru m+ � � n, � � n�m, dedu
em:� da
�a n�m > 1 integrala I este 
onvergent�a.� da
�a n�m = 1 atun
i L = �2 pentru � = 1, de
i integrala I este divergent�a.� da
�a n � m < 1 atun
i 9�; n � m < � < 1 a.̂�. L = 1, de
i integrala I estedivergent�a.De
i pentru n�m > 1 integrala I este 
onvergent�a, iar pentru n�m � 1 integralaI este divergent�a.Cazul II : m < 0; n > 0. Avem o integral�a improprie de ambele tipuri. În x = 0avem: l = limx!0 x� � xm ar
tg x2 + xn = limx!0 x�+m+12�nit pentru �+m + 1 � 0. Rezult�a:� da
�a m > �2 atun
i 9�; �m� 1 � � < 1 a.̂�. l = �nit, de
i integrala I1 == Z a0 f(x) dx (a > 0) este 
onvergent�a.� da
�a m = �2 atun
i pentru � = 1 rezult�a l = 12, de
i I1 este divergent�a.� da
�a m < �2 atun
i 9�; �m� 1 > � > 1 a.̂�. m+ 2 < �+m+ 1 < 0, de
i l =1,iar I1 este divergent�a.De
i pentru m > �2 integrala I1 este 
onvergent�a, iar pentru m � �2 integrala I1este divergent�a.Pentru x!1 avem:L = limx!1x� � xm ar
tg x2 + xn = �2 limx!1x�+m�n



Integrale improprii 147�nit pentru � +m� n � 0. Rezult�a:� da
�a m � n < �1 atun
i 9� > 1 a.̂�. L = �nit, de
i I2 = Z 1a f(x) dx (a > 0) este
onvergent�a.� da
�a m� n = �1 pentru � = 1 rezut�a L = �2 , de
i I2 este divergent�a.� da
�a m� n > �1 atun
i 9�; �m+ n < � < 1 a.̂�. L =1, de
i I2 este divergent�a.De
i pentru �m + n > 1 integrala I2 este 
onvergent�a, iar pentru �m + n � 1integrala I2 este divergent�a.În 
on
luzie pentru m > �2 �si �m+ n > 1 integrala I este 
onvergent�a, �̂n rest estedivergent�a.Cazul III : m > 0; n < 0. Integrala I este:I = Z 10 xm ar
tg x2 + 1x�n dx = Z 10 xm�n ar
tgx2x�n + 1 ,o integral�a improprie de primul tip.Deoare
e:L = limx!1x� � xm�n ar
tg x2x�n + 1 = �4 limx!1x�+m =1pentru � � 1, rezult�a 
�a �̂n a
est 
az integrala I este divergent�a.Cazul IV : m < 0; n < 0. Integrala:I = Z 10 1x�m � x�n2x�n + 1 � ar
tg x dxeste o integral�a improprie de ambele tipuri.În x = 0 avem:l = limx!0 x� � x�n � xx�m � (2x�n + 1) � ar
tgxx = limx!0x��n+1+m.Rezult�a 
�a:� da
�a m � n > �2 atun
i 9�; n � m � 1 < � < 1 a.̂�. l = 0, de
i integralaI1 = Z a0 f(x) dx (a > 0) este 
onvergent�a.� da
�a m� n = �2 atun
i pentru � = 1 rezult�a l = 1, de
i I1 este divergent�a.� da
�a m�n < �2 atun
i 9�; n�m�1 > � > 1 a.̂�. l =1, de
i I1 este divergent�a.De
i pentru m � n > �2 integrala I1 este 
onvergent�a, iar pentru m � n � �2integrala I1 este divergent�a.Pentru x!1 avem:L = limx!1x� � x�nx�m � (2x�n + 1) � ar
tg x = �4 � limx!1x�+m.Rezult�a 
�a:� da
�a m < �1 atun
i 9�; 1 < � < �m a.̂�. L = 0, de
i I2 = Z 1a f(x) dx (a > 0)este 
onvergent�a.
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�a m = �1 atun
i pentru � = 1 rezult�a L = �4 , de
i I2 este divergent�a.� da
�a m > �1 atun
i 9�; �m � � < 1 a.̂�. L =1, de
i I2 este divergent�a.De
i pentru m < �1 integrala I2 este 
onvergent�a, iar pentru m � �1 integrala I2este divergent�a.În 
on
luzie pentru m� n > �2 �si m < �1 integrala I este 
onvergent�a, �̂n rest �inddivergent�a.Cazul V : n = 0. Avem I = Z 10 xm ar
tgx3 dx.a) Da
�a m � 0 avem o integral�a improprie de primul tip. Deoare
e:limx!1x�f(x) = �6 limx!1x�+m =1pentru � +m > 0 �si � > 1 rezult�a 
�a integrala I este divergent�a.b) Da
�a m < 0 avem o integral�a improprie de ambele tipuri.În x = 0 avem:l = limx!0x� � xm+13 � ar
tgxx = 13 limx!0x�+m+1.Rezult�a 
�a:� da
�a m+ 2 > 0 atun
i 9�; �m� 1 < � < 1 a.̂�. l = 0, de
i integrala I1 == Z a0 f(x) dx (a > 0) este 
onvergent�a.� da
�a m+ 2 = 0 atun
i pentru � = 1 rezult�a l = 13, de
i I1 este divergent�a.� da
�a m+ 2 < 0 atun
i 9�; 1 < � < �m� 1 a.̂�. l =1, de
i I1 este divergent�a.De
i pentru m + 2 > 0 integrala I1 este 
onvergent�a, iar pentru m + 2 � 0 integralaI1 este divergent�a.Pentru x!1 avem:L = limx!1x� � xm ar
tg x3 = �6 limx!1x�+m.Rezult�a 
�a:� da
�a m < �1 atun
i 9�; 1 < � < �m a.̂�. L = 0, de
i I2 = Z 1a f(x) dx (a > 0)este 
onvergent�a.� da
�a m = �1 atun
i pentru � = 1 rezult�a L = �6 , de
i I2 este divergent�a.� da
�a m > �1 atun
i 9�; �m < � < 1 a.̂�. L =1, de
i I2 este divergent�a.De
i pentru m < �1 integrala I2 este 
onvergent�a, iar pentru m � 1 integrala I2 estedivergent�a.În 
on
luzie da
�a �2 < m < �1 integrala I este 
onvergent�a, �̂n rest �ind divergent�a.Cazul VI : m = 0. Avem I = Z 10 ar
tgx2 + xn dx.ea) Da
�a n � 0 integrala I este improprie de primul tip. Avem:L = limx!1x�f(x) = �2 limx!1x��n.
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�a:� da
�a n > 1 atun
i 9�; 1 < � < n a.̂�. L = 0, de
i I este 
onvergent�a.� da
�a n = 1 pentru � = 1 rezult�a L = �2 , de
i I este divergent�a.� da
�a n < 1 atun
i 9�; n < � < 1 a.̂�. L =1, de
i I este divergent�a.De
i pentru n > 1 integrala I este 
onvergent�a, iar pentru n � 1 integrala I estedivergent�a.eb) Da
�a n < 0 integrala I = Z 10 x�n ar
tgx2x�n + 1 dx este o integral�a improprie de primultip. Avem:L = limx!1x� � f(x) = �4 limx!1x� =1 pentru 0 < � < 1,de
i I este divergent�a.În 
on
luzie da
�a n > 1 integrala I este 
onvergent�a, �̂n rest �ind divergent�a.În �nal rezult�a 
�a integrala este 
onvergent�a �̂n urm�atoarele situat�ii:� m > 0; n > 0; n�m > 1;� m < 0; n > 0; n�m > 1; �m < 2;� m < 0; n < 0; n�m < 2; �m > 1;� n = 0; 1 < �m < 2;� m = 0; n > 1) � m � 0; n > 0; n�m > 1;� m < 0; n � 0; n�m > 1; �m < 2;� m < 0; n < 0; n�m < 2; �m > 1) � n � 0; n�m > 1; m > �2;� n < 0; n�m < 2; m < �1.Condit�iile de mai sus se pot s
rie sub o form�a restrâns�a:(a) max f�m; n�mg > 1 �si (b) min f�m; n�mg < 2.De
i �̂n 
ondit�iile (a) �si (b) integrala este 
onvergent�a, �̂n rest ea este divergent�a.d) Fun
t�ia de sub semnul integral�a este f(x) = 1xp + xq > 0; 8 x 2 (0;1).Cazul I : p > 0; q > 0. Integrala I = Z 10 f(x) dx este 
onvergent�a da
�a :max fp; qg > 1 (pentru x!1) �si minfp; qg < 1 (pentru x = 0).Cazul II : p > 0; q < 0. Avem:I = Z 10 dxxp + 1x�q = Z 10 x�qxp�q + 1 dx,



150 Capitolul 3o integral�a improprie de primul tip, 
are este 
onvergent�a pentru p� q + q > 1, p > 1.Cazul III : p < 0; q > 0. Avem:I = Z 10 dx1x�p + xq = Z 10 x�p1 + xq�p dx,o integral�a improprie de primul tip, 
onvergent�a pentru q > 1.Cazul IV : p < 0; q < 0. Integrala este:I = Z 10 dx1x�p + 1x�q = Z 10 x�p�qx�p + x�q dx,o integral�a improprie de primul tip divergent�a, deoare
e �p� q �max f�p; �qg > 0.Cazul V : p = 0. Avem I = Z 10 dx1 + xq . Rezult�a:� da
�a q > 0 integrala I este 
onvergent�a pentru q > 1.� da
�a q = 0 integrala I este divergent�a.� da
�a q < 0 integrala I = Z 10 x�qx�q + 1 dx este divergent�a.Cazul VI : q = 0. Avem I = Z 10 dxxp + 1. Rezult�a:� da
�a p > 0 integrala I este 
onvergent�a pentru p > 1.� da
�a p = 0 integrala I este divergent�a.� da
�a p < 0 integrala I = Z 10 x�px�p + 1 dx este divergent�a.În 
on
luzie integrala este 
onvergent�a �̂n situat�iile:� p > 0; q > 0; max fp; qg > 1 �si min fp; qg < 1;� p > 0; q � 0; p > 1;� p � 0; q > 0; q > 1,
ondit�ii 
are pot � s
rise 
omasat astfel:(a) max fp; qg > 1 �si (b) min fp; qg < 1.De
i �̂n 
ondit�iile (a) �si (b) integrala este 
onvergent�a, �̂n rest ea este divergent�a.e) Integrala I = Z 11 ax sin 1x dx; a > 0 este o integral�a improprie de primul tip,fun
t�ia de sub semnul integral�a f(x) = ax sin 1x > 0; 8 x 2 [1;1).Da
�a a < 1 avem:����ax sin 1x ���� � ax; iar Z 11 ax dx = axlna ����11 = � aln a ,de
i integrala I este 
onvergent�a.Da
�a a = 1 integrala I = Z 11 sin 1x dx este divergent�a, deoare
e limx!1x sin 1x = 1(� = 1).Da
�a a > 1 atun
i ax sin 1x > sin 1x , iar Z 11 sin 1x dx este divergent�a. Rezult�a 
�a �si �̂na
est 
az integrala I este divergent�a.
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on
luzie pentru 0 < a < 1 integrala este 
onvergent�a, iar pentru a � 1 integralaeste divergent�a.16. S�a se studieze natura urm�atoarelor integrale �si apoi s�a se 
al
uleze valoarea lor:a) In = Z 10 dx(x2 + a2)n ; a > 0; n 2 IN�;b) In = Z +1�1 dx(ax2 + bx + 
)n ; b2 � 4a
 < 0; a > 0; n 2 IN�;
) In = Z 10 (� sin bx � e�ax + � 
os bx � e�ax) dx; a > 0;d) In = Z 10 xne�x dx; n 2 IN .Rezolvare. a) Deoare
e limx!1 x2n(x2 + a2)n = 1 �si 2n � 2 > 1 rezult�a 
�a integrala este
onvergent�a. Pentru a 
al
ula valoarea sa, vom stabili o relat�ie de re
urent��a �̂ntre In �siIn�1. Avem:In = 1a2 Z 10 a2 + x2(a2 + x2)n dx� 1a2 Z 10 x2(x2 + a2)n dx = 1a2 In�1++ 12(n� 1)a2 Z 10 x �  1(x2 + a2)n�1!0 dx = 1a2 In�1 + 12(n� 1)a2 � x(x2 + a2)n�1 ����10 �� 12(n� 1)a2 Z 10 dx(x2 + a2)n�1 = 1a2  1� 12(n� 1)! In�1 = 2n� 3(2n� 2)a2 In�1.De
i: In = 1a2 � 2n� 32n� 2In�1. Rezult�a:In = 1(a2)n�1 � (2n� 3)(2n� 5) � � �1(2n� 2)(2n� 4) � � �2I1 = (2n� 3)!!a2n�2(2n� 2)!!I1,unde I1 = Z 10 dxx2 + a2 = 1aar
tg xa ����10 = �2a . Rezult�a:In = (2n� 3)!!(2n� 2)!! � �2a2n�1 .b) Deoare
e limx!�1 x2n(ax2 + bx + 
)n = 1; 2n � 2 > 1 rezult�a 
�a integrala este 
onver-gent�a.Vom redu
e integrala la o integral�a de tipul 
elei de la pun
tul a). Avem:In = Z 1�1 dxan ��x+ b2a�2 + 4a
�b24a2 �n .Fa
em s
himbarea de variabil�a x + b2a = t. Obt�inem:In = 1an Z 1�1 dt(t2 + �2)n ; unde � = p4a
� b22a .De
i:In = 1an "Z 0�1 dt(t2 + �2)n + Z 10 dt(t2 + �2)n# = 2an Z 10 dt(t2 + �2)n = 2an � (2n� 3)!!(2n� 2)!!�



152 Capitolul 3� � � 22n�1 � a2n�12(4a
� b2)(2n�1)=2 = 22n�1 � � � an�1(4a
� b2)(2n�1)=2 � (2n� 3)!!(2n� 2)!! .
) Integrala este absolut 
onvergent�a, deoare
e:j� sin bx � e�ax + � 
os bx � e�axj � (j�j+ j�j)e�ax,iar Z 10 (j�j+ j�j)e�ax dx = �1a(j�j+ j�j)e�ax���10 = 1a(j�j+ j�j) este 
onvergent�a.Avem: I = � Z 10 sin bx � e�ax dx| {z }I1 +� Z 10 
os bx � e�ax dx| {z }I2 :Apoi:I1 = �1a Z 10 sin bx � (e�ax)0 dx = �1a sin bx � e�ax���10 + ba Z 10 
os bx � e�ax dx == � ba2 Z 10 
os bx � (e�ax)0 dx = � ba2 
os bx � e�ax���10 � b2a2 Z 10 sin bx � e�ax dx == ba2 � b2a2 I1,de unde rezult�a: I1 = a2a2 + b2 � ba2 = ba2 + b2 .Iar:I2 = �1a Z 10 
os bx � (e�ax)0 dx = �1a 
os bx � e�ax���10 � ba Z 10 sin bx � e�ax dx == 1a + ba2 Z 10 sin bx � (e�ax)0 dx = 1a + ba2 sin bx � e�ax���10 � b2a2 Z 10 
os bx � e�ax dx == 1a � b2a2 I2,de unde rezult�a: I2 = a2a2 + b2 � 1a = aa2 + b2 .De
i: I = �b+ �aa2 + b2 .d) Deoare
e limx!1x� � xne�x = 0 pentru � > 1 rezult�a 
�a integrala este 
onvergent�a.Dedu
em o relat�ie de re
urent��a:In = Z 10 xne�x dx = � Z 10 xn � (e�x)0 dx = �xne�x���10 + n Z 10 xn�1 � e�x dx = nIn�1.Rezult�a:In = n(n� 1) � � �1 I0, unde I0 = Z 10 e�x dx = �e�x���10 = 1. De
i In = n!.PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE17. S�a se 
er
eteze 
are dintre integralele urm�atoare sunt sau nu 
onvergente:a) Z 10 dxx3 + 2; b) Z 10 dxpx2 + 4; 
) Z 10 e�x 
os x dx; d) Z 11 sin xxp dx; p > 0;
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os xxp dx; p > 0; f) Z 10 
os x dx.18. S�a se 
er
eteze natura urm�atoarelor integrale �si �̂n 
az de 
onvergent��a s�a se
al
uleze valoarea lor:a) Z 10 dx(x+ a)(x + b) ; a; b > 0; b) Z 11 3px + 2px3 + x dx; 
) Z 10 dx(x+ a)(x + b)2 ; a; b > 0;d) Z 11 px(1 + x)2 dx; e) Z 10 e�ax 
os bx dx; a; b 2 IR; a2 + b2 6= 0; f) Z 12=� 1x2 sin 1x dx;g) Z 1a ar
tgxx2 dx; a > 0; h) Z 1a dxxpx2 + 1 ; a > 0; i) Z 10 x2(1 + x)4 dx;j) Z 10 3x2 + 1(x+ 1)2(x2 + 2)2 dx; k) Z 10 ar
tgx(1 + x2)3=2 dx; l) Z 10 x21 + x4 dx;m) Z 10 x2(x2 + a2)(x2 + b2) dx; a; b > 0.19. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale:a) Z 2�0 dxa + b 
os x; a; b > 0; a > b; b) Z �0 dx(1 + 
os� � 
os x)2 ; � 2 �0; �2� ;
) Z 2�0 dx1 + 
os2 x ; d) Z 2�0 dxsin4 x+ 
os4 x ; e) Z �0 sin x(1 + 
os� � 
os x)2 dx; � 2 �0; �2�.20. S�a se 
er
eteze natura urm�atoarelor integrale:a) Z �=20 dxp
os x ; b) Z ba dxpb� x � 3px� a ; 
) Z ba dx(b� x)px� a ; d) Z �0 dx6psin7 x ;e) Z 0�1 e1+xx3 dx; f) Z 10 sinxxp dx; p > 0; g) Z 10 
os xxp dx; p > 0.21. S�a se 
er
eteze natura urm�atoarelor integrale:a) Z 10 x lnx(1� x2)2 dx; b) Z 10 x sin axx2 + k2 dx; a; k > 0; 
) Z 11 dxxp � (lnx)q ; p; q 2 IR;d) Z 1a sin �xx� ; a > 0; �; � 2 IR:22. S�a se g�aseas
�a 
ondit�iile pentru 
a integralele:a) Z 10 xp�11 + x dx; b) Z 10 xm�11 + xp dx; 
) Z 10 xp�1 � xm�11� x dxs�a �e 
onvergente.23. S�a se 
er
eteze natura urm�atoarelor integrale �si �̂n 
az de 
onvergent��a s�a se
al
uleze valoarea lor:a) Z 20 xpxp2� x dx; b) Z 10 dx(x2 � 4)qx(1� x) ; 
) Z ba dxq(x� a)(b� x) ; a < b;d) Z ba xsx� ab� x dx; a < b; e) Z 1�1 ln (2 + 3px)3px dx; f) Z ba xq(x� a)(b� x) dx; a < b;g) Z 10 dx(x + 1)(x+ 2)qx(1� x) .24. S�a se arate 
�a integrala:



154 Capitolul 3I = Z 10 x lnx(1 + x2)2 dxeste 
onvergent�a �si 
�a valoarea ei este zero.25. S�a se arate 
�a:a) Z 10 b ln (1 + ax)� a ln (1 + bx)x2 dx = ab ln ba; a; b > 0;b) Z a�a f  sa+ xa� x! dx = 2a Z �=20 f(tg t) � sin 2t dt; a > 0;
) Z 10 f(x)p1� x2 dx = Z �=20 f(sin t) dt.26. S�a se studieze natura urm�atoarelor integrale �si apoi s�a se 
al
uleze valoarea lor:a) In = Z 1�1 px+ q(ax2 + bx + 
)n dx; b2 � 4a
 < 0; a > 0; n 2 IN; n � 2; p 6= 0;b) In = Z 11 dxx(x + 1) � � � (x + n) ; n 2 IN�;
) In = Z 10 xnp1� x2 dx; n 2 IN .27. S�a se arate 
�a:Z �=20 x 
tg x dx = �2 ln 2.
x2. INTEGRALE PROPRII S�I IMPROPRIIDEPINZÂND DE PARAMETRI

1. Integrale proprii depinzând de parametriFie fun
t�iile ';  : E ! IR; E � IRn satisf�a
ând 
ondit�ia '(~x) �  (~x); 8 ~x 2 E �sifun
t�ia (~x; y) ! f(~x; y) 2 IR; (~x; y) 2 D = f(~x; y); '(~x) � y �  (~x); ~x 2 Eg � IRn+1.Da
�a pentru 8 ~x 2 E; f(~x; y) este integrabil�a �̂n raport 
u y pe segmentul ['(~x);  (~x)℄atun
i fun
t�ia: ~x! I(~x) = Z  (~x)'(~x) f(~x; y) dy; ~x 2 Ese nume�ste integral�a depinzând de parametrii x1; x2; : : : ; xn.În parti
ular da
�a '(~x) = 
;  (~x) = d; ~x 2 E; 
 � d, integrala de mai sus devine:~x! J(~x) = Z d
 f(~x; y) dy; ~x 2 E.Teorema 3.2.1. Fie ~x0 2 IRn pun
t de a
umulare al mult�imii E. Da
�a:9 lim~x!~x0 f(~x; y) = '(y); uniform �̂n raport 
u y 2 [
; d℄atun
i fun
t�ia y ! '(y); y 2 [
; d℄ este integrabil�a pe [
; d℄ �si:



Integrale proprii �si improprii depinzând de parametri 155lim~x!~x0 J(~x) = Z d
 '(y) dy.Conse
int�a 3.2.1. Da
�a E este o mult�ime 
ompa
t�a, iar fun
t�iile ';  �si f sunt
ontinue atun
i fun
t�ia I este 
ontinu�a.Teorema 3.2.2. Da
�a E � IRn este 
ompa
t�a, 9 �f�xi ; i = 1; n �si sunt 
ontinue peE � [
; d℄ atun
i J 2 C1(E) �si avem:�J�xi (~x) = ��xi  Z d
 f(~x; y) dy! = Z d
 �f�xi (~x; y) dy; i = 1; n: (3:2:1)Teorema 3.2.3. Da
�aE este mult�ime 
ompa
t�a, ';  2 C1(E), exist�a �f�xi ; i = 1; n�si sunt 
ontinue pe E � ['(~x);  (~x)℄ atun
i I 2 C1(E) �si:�I�xi (~x) = ��xi Z  (~x)'(~x) f(~x; y) dy = Z  (~x)'(~x) �f�xi (~x; y) dy + f(~x;  (~x)) � � �xi��f(~x; '(~x)) � �'�xi ; i = 1; n: (3:2:2)Formulele (3.2.1) �si (3.2.2) se numes
 formulele lui Leibniz de derivare a integralelordepinzând de parametri.Teorema 3.2.4. Fie integrala I(x) = Z d
 f(x; y) dy depinzând de parametrul x 22 [a; b℄. Da
�a fun
t�ia (x; y)! f(x; y) 2 IR; (x; y) 2 [a; b℄� [
; d℄, este 
ontinu�a atun
i:Z ba I(x) dx = Z d
 "Z ba f(x; y) dx# dy ,Z ba "Z d
 f(x; y) dy# dx = Z d
 "Z ba f(x; y) dx# dy.2. Integrale improprii depinzând de parametriFie fun
t�ia (~x; y) ! f(~x; y) 2 IR; (~x; y) 2 E � [
; d); E � IRn; �1 < 
 < d � 1.Da
�a pentru 8 ~x 2 E integrala improprie Z d
 f(~x; y) dy 
u d pun
t singular (d =1 sau fnem�arginit�a �̂n ve
in�atatea lui d) este 
onvergent�a, atun
i fun
t�ia:~x! I(~x) = Z d
 f(~x; y) dy; ~x 2 E (3:2:3)se nume�ste integral�a improprie depinzând de parametrii x1; x2; : : : ; xn.Da
�a: Z y
 f(~x; t) dt! I(~x) = Z d
 f(~x; y) dy,pentru y ! d, uniform �̂n raport 
u ~x 2 E, atun
i fun
t�ia (3.2.3) se nume�ste integral�aimproprie uniform 
onvergent�a (u.
.) pe E.



156 Capitolul 3Teorema 3.2.5 (Cau
hy-Bolzano). Integrala improprie Z d
 f(~x; y) dy 
u d pun
tsingular, depinzând de parametrii x1; x2; : : : ; xn, este uniform 
onvergent�a pe E da
�a �sinumai da
�a:8 " > 0 9 y" 2 (
; d) a.̂�. �����Z y00y0 f(~x; y) dy����� < "; 8 y0; y00 2 (y"; d); 8 ~x 2 E.Criterii de 
onvergent��a uniform�a a integralelor depinzând de parametriTeorema 3.2.6 (Criteriul lui Weierstrass). Da
�a fun
t�ia f satisfa
e 
ondit�ia:jf(~x; y)j � g(y); 8 (~x; y) 2 E � [
; d)�si da
�a Z d
 g(y) dy este 
onvergent�a atun
i integrala Z d
 jf(~x; y)j dy este uniform 
on-vergent�a pe E.Teorema 3.2.7 (Criteriul lui Abel). Fie fun
t�iile (~x; y)! f(~x; y) 2 IR, (~x; y)!! h(~x; y) 2 IR, (~x; y) 2 E � [
; d); E � IRn; �1 < 
 < d � 1. Da
�a:a) integrala Z d
 f(~x; y) dy este uniform 
onvergent�a pe E;b) fun
t�ia h(~x; y) este monoton�a �̂n raport 
u y pe [
; d), pentru 8 ~x 2 E;
) fun
t�ia h(~x; y) este m�arginit�a pe E � [
; d),atun
i integrala Z d
 f(~x; y)h(~x; y) dy este uniform 
onvergent�a pe E.Teorema 3.2.8 (Criteriul lui Diri
hlet). Fie fun
t�iile (~x; y)! f(~x; y) 2 IR, (~x; y)!! h(~x; y) 2 IR, (~x; y) 2 E � [
; d), E � IRn; �1 < 
 < d � 1. Da
�a:a) pentru 8 ~x 2 E, fun
t�ia f(~x; t) este integrabil�a �̂n raport 
u t pe ori
e segment[
; y℄ � [
; d) �si fun
t�ia:(~x; y)! Z y
 f(~x; y) dy; (~x; y) 2 E � [
; d)este m�arginit�a;b) fun
t�ia h(~x; y) este monoton�a �̂n raport 
u y pe [
; d) pentru 8 ~x 2 E;
) h(~x; y)! 0, pentru y ! d, uniform �̂n raport 
u ~x 2 E,atun
i Z d
 f(~x; y)h(~x; y) dy este uniform 
onvergent�a pe E.Teorema 3.2.9. Integrala (3.2.3) este uniform 
onvergent�a pe E da
�a �si numai da
�apentru ori
e alegere a �sirului (yn)n2IN , yn 2 (
; d), yn ! d; pt. n ! 1, �sirul de fun
t�iiIn(~x) = Z yn
 f(~x; y) dy 
onverge uniform pe E la fun
t�ia I(~x).Propriet�at�i ale integralelor improprii uniform 
onvergenteTeorema 3.2.10. Fie ~x0 2 IRn pun
t de a
umulare pentru mult�imea E � IRn. Da
�a:a) integrala (3.2.3) este uniform 
onvergent�a pe E;b) f(~x; y)! '(y), pentru ~x! ~x0, uniform �̂n raport 
u y 2 [
; Æ℄; 8 Æ 2 (
; d) atun
iintegrala improprie Z d
 '(y) dy este 
onvergent�a �si:



Integrale proprii �si improprii depinzând de parametri 157lim~x!~x0 I(~x) = Z d
 '(y) dy sau lim~x!~x0 Z d
 f(~x; y) dy = Z d
 � lim~x!~x0 f(~x; y)� dy.Conse
int�a 3.2.2. Da
�a E � IRn este 
ompa
t�a, integrala (3.2.3) este uniform
onvergent�a pe E, iar fun
t�ia f este 
ontinu�a, atun
i fun
t�ia I este 
ontinu�a pe E.Teorema 3.2.11. Fie fun
t�ia:(x; y)! f(x; y) 2 IR; (x; y) 2 [a; b℄� [
; d); �1 < 
 < d � 1 (3:2:4)�si integrala improprie depinzând de parametrul x:x! I(x) = Z d
 f(x; y) dy; x 2 [a; b℄: (3:2:5)Da
�a derivata part�ial�a �f�x exist�a �si este 
ontinu�a pe [a; b℄� [
; d) �si da
�a integrala impro-prie x ! Z d
 �f�x (x; y) dy; x 2 [a; b℄ este uniform 
onvergent�a pe [a; b℄, atun
i I(x) estederivabil�a pe [a; b℄ �si:dIdx(x) = ddx  Z d
 f(x; y) dy! = Z d
 �f�x (x; y) dy.Teorema 3.2.12. Da
�a fun
t�ia (3.2.4) este 
ontinu�a �si integrala (3.2.5) este uniform
onvergent�a pe [a; b℄, atun
i fun
t�ia I este integrabil�a pe [a; b℄, iar fun
t�ia t!! Z ba f(x; t) dx; t 2 [
; d) este integrabil�a pe [
; d) �si avem:Z ba I(x) dx = Z ba (Z d
 f(x; y) dy) dx = Z d
 (Z ba f(x; y) dx) dy.Teorema 3.2.13. Fie fun
t�ia 
ontinu�a:(x; y)! f(x; y) 2 IR; (x; y) 2 [a; b)� [
; d); �1 < a < b � 1; �1 < 
 < d � 1,integralele improprii depinzând de parametri:I(x) = Z d
 f(x; y) dy; x 2 [a; b); J(y) = Z ba f(x; y) dx; y 2 [
; d)�si integralele improprii:Z ba (Z d
 f(x; y) dy) dx; Z d
 (Z ba f(x; y) dx) dy: (3:2:6)Presupunem 
�a I(x) �si J(y) sunt uniform 
onvergente pe ori
e segment [a; �℄ � [a; b),respe
tiv pe ori
e segment [
; Æ℄ � [
; d). În a
este 
ondit�ii da
�a una din integralele (3.2.6)este 
onvergent�a, atun
i integralele Z ba I(x) dx �si Z d
 J(y) dy sunt 
onvergente �si egale,adi
�a: Z ba (Z d
 f(x; y) dy) dx = Z d
 (Z ba f(x; y) dx) dy.Propriet�at�ile de mai sus se p�astreaz�a �si pentru integralele improprii depinzând deparametri, având drept pun
te singulare limita inferioar�a sau ambele limite de integrare.



158 Capitolul 3PROBLEME REZOLVATE1. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale, folosind derivarea sub semnul integral�a:a) I(y) = Z �=20 ln (y2 � sin2 x) dx; y > 1.b) I(m) = Z �=20 ln (
os2 x +m2 sin2 x) dx; m � 0.
) I(a) = Z �=20 ln 1 + a sinx1� a sin x � dxsinx; jaj < 1:d) I(a) = Z �=20 ar
tg (a sinx)sin x dx; a 2 IR.e) I(a) = Z a0 ln (1 + ax)1 + x2 dx; a � 0.Rezolvare. a) I(y) este o integral�a proprie depinzând de parametrul y. Mult�imeaE = [a; b℄ � (1;1) este 
ompa
t�a, exist�a �f�y , unde f(x; y) = ln (y2 � sin2 x), �si anume�f�y (x; y) = 2yy2 � sin2 x; 
are este o fun
t�ie 
ontinu�a pe [a; b℄� [0; �=2℄. Rezult�a 
�a:I 0(y) = Z �=20 2yy2 � sin2 x dx; y 2 [a; b℄.Pentru a 
al
ula integrala de mai sus fa
em s
himbarea de variabil�a tgx = t) sin2 x == t21 + t2 ; x = 0) t = 0, x! �=2) t!1, dx = dt1 + t2 . De
i:I 0(y) = 2y Z 10 1y2 � t21+t2 � dt1 + t2 = 2y Z 10 dt(y2 � 1)t2 + y2 = 2yy2 � 1 � py2 � 1y ��ar
tg tpy2 � 1y ����10 = 2py2 � 1 � �2 = �py2 � 1.Rezult�a I 0(y) = �py2 � 1 ; 8 y 2 [a; b℄. Deoare
e a �si b sunt arbitrari obt�inemI 0(y) = �py2 � 1 ; 8 y 2 (1;1). Integrând fun
t�ia I 0(y) dedu
em:I(y) = � ln (y +py2 � 1) + C; 8 y > 1.Pentru a determina 
onstanta C vom 
al
ula limy!1 I(y). Deoare
e limy!1 ln (y2 � sin2 x) == ln (1� sin2 x); uniform �̂n raport 
u x 2 [0; 
℄; 8 
; 
 2 (0; �=2), rezult�a 
�a:C = limy!1 I(y) = Z �=20 ln (1� sin2 x) dx = 2 Z �=20 ln 
os x dx = �� ln 2,(vezi fx1, Problema 12g).De
i I(y) = � ln y +py2 � 12 ; y > 1.b) I(m) este o integral�a proprie pentru ori
e m 2 IR+. Avem:I 0(m) = Z �=20 2m sin2 x
os2 x +m2 sin2 x dx = 2m Z �=20 sin2 x
os2 x +m2 sin2 x dx.
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em s
himbarea de variabil�a tgx = t) x = ar
tgx; dx = dt1 + t2 . Rezult�a:I 0(m) = 2m Z 10 t21+t211+t2 + m2t21+t2 � dt1 + t2 = 2m Z 10 t2(m2t2 + 1)(t2 + 1) dt.Pentru m 6= 1, des
ompunem fra
t�ia t2(m2t2 + 1)(t2 + 1) �̂n fra
t�ii simple:t2(m2t2 + 1)(t2 + 1) = At +Bm2t2 + 1 + Ct+Dt2 + 1) At3 +Bt2 + At +B + Cm2t3 + Ct+Dm2t2 +D = t2) A+ Cm2 = 0; B +Dm2 = 1; A + C = 0; B +D = 0.Obt�inem A = C = 0; B = 11�m2 ; D = 1m2 � 1. De
i pentru m 6= 1:I 0(m) = 2m1�m2 Z 10 dtm2t2 + 1 + 2mm2 � 1 Z 10 dtt2 + 1 = 2m(1�m2) �m ar
tg tm���10 ++ 2mm2 � 1ar
tg t���10 = �1�m2 + m�m2 � 1 = �(m� 1)m2 � 1 = �m + 1.Pentru m = 1:I 0(m) = 2 Z 10 t2(t2 + 1)2 dt = � Z 10 t � � 1t2 + 1�0 dt = � tt2 + 1 ����10 + Z 10 dtt2 + 1 == ar
tg t���10 = �2 .De
i I 0(m) = �m+ 1 ; 8m 2 IR+. Integrând, obt�inem:I(m) = � ln (m+ 1) + C; 8m 2 IR+.Constanta C o vom determina f�a
ând pe m = 0 �̂n egalitatea de mai sus:C = I(0) = Z �=20 ln 
os2 x dx = 2 Z �=20 ln 
os x dx = �� ln 2.De
i I(m) = � ln m + 12 ; 8m 2 IR+.
) Deoare
e:limx!0 ln 1 + a sinx1� a sinx � 1sin x = limx!0 ln�1 + 2a sinx1� a sinx� � 1sin x = limx!0 ln �1 + 2a sinx1�a sin x�2a sinx1�a sinx �� 2a1� a sinx = 2a,rezult�a 
�a integrala I(a) este o integral�a proprie, 8 a; jaj < 1.S�a 
onsider�am Æ > 0 arbitrar, momentan �xat �si s�a de�nim fun
t�ia f : E� [0; �=2℄!! IR; E = [�Æ; Æ℄;f(a; x) = 8><>: ln 1 + a sinx1� a sinx � 1sin x; da
�a x 2 (0; �=2℄;2a; da
�a x = 0; a 2 E:Mult�imea E este 
ompa
t�a �si 9 �f�a (a; x):



160 Capitolul 3�f�a (a; x) = sinx(1�a sinx)+sinx(1+a sin x)(1�a sin x)21+a sin x1�a sin x � 1sinx = 21� a2 sin2 x; 8 x 2 [0; �=2℄; a 2 E.În plus, �f�a este 
ontinu�a pe E � [0; �=2℄. Rezult�a atun
i 
�a I este derivabil�a �̂n raport
u a �si: I 0(a) = 2 Z �=20 dx1� a2 sin2 x .Fa
em s
himbarea de variabil�a tgx = t. Rezult�a:I 0(a) = 2Z 10 11� a2 t21+t2 � dt1 + t2 = 2Z 10 dt(1� a2)t2 + 1 = 2p1�a2 � ar
tg tp1� a2���10 == 2p1� a2 � �2 = �p1� a2 .De
i I 0(a) = �p1� a2 ; 8 a 2 [�Æ; Æ℄. Deoare
e Æ este arbitrar dedu
em 
�a:I 0(a) = �p1� a2 ; 8 a; jaj < 1.Prin integrare rezult�a 
�a I(a) = � ar
sin a + C; jaj < 1; C 2 IR: Pentru a determina
onstanta C �̂nlo
uim pe a 
u 0 �̂n relat�ia de mai sus �si obt�inem C = I(0). Deoare
epentru a = 0 integrala din problem�a este 0 (I(0) = 0), rezult�a 
�a C = 0. De
i:I(a) = � ar
sin a; 8 a; jaj < 1.d) I(a) este o integral�a proprie deoare
e limx!0 ar
tg (a sinx)sin x = a: Deriv�am sub semnulintegral�a; obt�inem:I 0(a) = Z �=20 sinx1 + a2 sin2 x � 1sinx dx = Z �=20 dx1 + a2 sin2 x .Fa
em s
himbarea de variabil�a tgx = t. Rezult�a:I 0(a) = Z 10 dt1 + a2 t21+t2 � 11 + t2 = Z 10 dt(a2 + 1)t2 + 1 = 1pa2 + 1 � ar
tg tpa2 + 1���10 == �2pa2 + 1 ; 8 a 2 IR.Prin integrare dedu
em I(a) = �2 ln (a +pa2 + 1) + C; 8 a 2 IR, unde C = I(0) == 0. De
i: I(a) = �2 ln (a +pa2 + 1); 8 a 2 IR.e) Prin derivare, obt�inem:I 0(a) = Z a0 x1 + ax � dx1 + x2 + ln (1 + a2)1 + a2 :Des
ompunem fra
t�ia x(1 + ax)(1 + x2) = A1 + ax + Bx + C1 + x2 )Ax2 + A+Bax2 +Bx+ Cax + C = x) A+Ba = 0; B + Ca = 1; A+ C = 0.Rezult�a: A = � a1 + a2 ; B = 11 + a2 ; C = a1 + a2 . De
i:I 0(a) = � a1 + a2 Z a0 dx1 + ax + 11 + a2 Z a0 x + a1 + x2 dx+ ln (1 + a2)1 + a2 = � 11 + a2 ln (1 + ax)����a0+



Integrale proprii �si improprii depinzând de parametri 161+ 12(1 + a2) ln (1 + x2)����a0 + a1 + a2 � ar
tg x����a0 + ln (1 + a2)1 + a2 = � ln (1 + a2)1 + a2 + ln (1 + a2)2(1 + a2) ++a ar
tg a1 + a2 + ln (1 + a2)1 + a2 = ln (1 + a2)2(1 + a2) + a ar
tg a1 + a2 ; 8 a � 0.Rezult�a prin integrare 
�a:I(a) = Z "a ar
tg a1 + a2 + 12(1 + a2) ln (1 + a2)# da = 12 ln (1 + a2) � ar
tg a��12 Z ln (1 + a2)1 + a2 da+ 12 Z ln (1 + a2)1 + a2 da = 12 ln (1 + a2) � ar
tg a + C; 8 a � 0.Pentru a = 0; I(0) = 0. De
i:I(a) = 12ar
tg a � ln (1 + a2); 8 a 2 IR+.2. Folosind integrarea sub semnul integral�a, s�a se 
al
uleze:I(a; b) = Z 10 
os�ln 1x� � xb � xalnx dx; a > 0; b > 0.Rezolvare. Deoare
e limx!0 f(x) = 0; limx!1 f(x) = b� a, unde f(x) = 
os�ln 1x���xb � xalnx , rezult�a 
�a avem o integral�a proprie.Din faptul 
�a xb � xalnx = Z ba xt dt rezult�a 
�a:I(a; b) = Z 10 
os�ln 1x� �  Z ba xt dt! dx = Z 10 "Z ba 
os�ln 1x� � xt dt# dx.Fun
t�ia (t; x)! 8><>: 
os�ln 1x� � xt; da
�a t 2 [a; b℄; x 2 (0; 1℄;0; da
�a x = 0; t 2 [a; b℄;este 
ontinu�a pe [a; b℄ � [0; 1℄. Rezult�a 
�a putem s
himba ordinea de integrare �̂n I(a; b),adi
�a avem: I(a; b) = Z ba �Z 10 
os�ln 1x� � xt dx� dt.Integrala I(t) = Z 10 
os (� lnx) � xt dx = Z 10 xt � 
os (lnx) dx; t 2 [a; b℄,o 
al
ul�am f�a
ând s
himbarea de variabil�a lnx = u) x = eu; dx = eu du. De
i:I(t) = Z 0�1 eut 
os u � eu du = Z 0�1 eu(t+1) � 
os u du = Z 0�1 eu(t+1) � (sinu)0 du == eu(t+1) � sin u���0�1 � (t + 1) Z 0�1 eu(t+1) � sinu du = (t+ 1) Z 0�1 eu(t+1) � (
os u)0 du == (t+ 1)eu(t+1) � 
os u���0�1 � (t + 1)2 Z 0�1 eu(t+1) � 
os u du = (t+ 1)� (t+ 1)2 � I(t).Rezult�a I(t) = t+ 1t2 + 2t+ 2 �si de
i:I(a; b) = Z ba t + 1t2 + 2t+ 2 dt = 12 ln (t2 + 2t+ 2)����ba = 12 ln b2 + 2b + 2a2 + 2a+ 2.3. Din valoarea integralei:I(a; b) = Z �0 dxa2 
os2 x + b2 sin2 x; a; b > 0,



162 Capitolul 3s�a se dedu
�a, utilizând derivarea sub semnul integral�a, valoarea integralei:J(a; b) = Z �0 dx(a2 
os2 x+ b2 sin2 x)2 .Rezolvare. Conform fx1, Problema 6 a)g, I(a; b) = �ab . Apoi:�I�a(a; b)=Z �0 �2a 
os2 x(a2 
os2 x+ b2 sin2 x)2 dx �si �I�b (a; b)=Z �0 �2b sin2 x(a2 
os2 x + b2 sin2 x)2 dx.De
i: J(a; b) = � 12a � �I�a(a; b)� 12b � �I�b (a; b).Dar �I�a(a; b) = � �a2b �si �I�b (a; b) = � �ab2 . Rezult�a 
�a:J(a; b) = �2a3b + �2ab3 = �2ab � 1a2 + 1b2� ; a; b > 0.4. Se 
onsider�a fun
t�iile:f(x) = Z ar
tg x0 etg2t dt; x 2 IR; g(x) = max fx; x2g; x 2 [0; 2℄.S�a se arate 
�a:a) fun
t�ia f este derivabil�a �si s�a se 
al
uleze derivata sa;b) fun
t�ia g admite primitive �si s�a se determine o primitiv�a a sa;
) are lo
 urm�atoarea relat�ie:Z 10 x f(x)ex2 dx+ 12e Z 10 ex21 + x2 dx = �4 Z 10 g(x) dx.Rezolvare. a) Fun
t�ia f depinde de parametrul x 2 IR. Avem '(x) = 0;  (x) == ar
tg x. Fie a > 0; atun
i ';  2 C1([�a; a℄); iar fun
t�ia ��x (etg2t) = 0 este 
ontinu�ape [�a; a℄� [0; ar
tgx℄. Conform Teoremei 3.2.3 rezult�a 
�a f este derivabil�a pe [�a; a℄ �si:f 0(x) = etg2(ar
tg x) � 11 + x2 = ex21 + x2 ; 8 x 2 [�a; a℄:Pun
tul a �ind arbitrar dedu
em 
�a fun
t�ia f este derivabil�a pe IR �si f 0(x) = ex21 + x2 ;8 x 2 IR.b) Avem g(x) = 8<: x; da
�a x 2 [0; 1℄;x2; da
�a x 2 (1; 2℄:Deoare
e g este o fun
t�ie 
ontinu�a pe [0; 2℄ rezult�a 
�a ea admite primitive, 
are au forma:G(x) = 8>><>>: x22 + 
1; da
�a x 2 [0; 1℄;x33 + 
2; da
�a x 2 (1; 2℄:Pentru 
a G s�a �e o primitiv�a trebuie s�a �e o fun
t�ie 
ontinu�a, de
i 
2 = 
1 + 16 �siderivabil�a pe (0; 2). Fun
t�ia G este derivabil�a �̂n ori
e pun
t x 2 (0; 2) n f1g. În pun
tulx = 1 
al
ul�am derivatele la stânga �si la dreapta:G0s(1) = limx!1x<1 G(x)�G(1)x� 1 = limx!1 x22 + 
1 � 12 � 
1x� 1 = 1;



Integrale proprii �si improprii depinzând de parametri 163G0d(1) = limx!1x>1 G(x)�G(1)x� 1 = limx!1 x33 + 
1 + 16 � 
1 � 12x� 1 = 1.De
i G0s(1) = G0d(1) = 1, adi
�a G este derivabil�a �si �̂n pun
tul x = 1. Rezult�a 
�a oprimitiv�a arbitrar�a a fun
t�iei g este:G(x) = 8>><>>: x22 + 
1; da
�a x 2 [0; 1℄;x33 + 
1 + 16 ; da
�a x 2 (1; 2℄; 
1 2 IR:
) Pentru a veri�
a relat�ia din enunt� vom 
al
ula mai �̂ntâi primul termen:Z 10 x f(x)ex2 dx = �12 Z 10 (e�x2)0 � f(x) dx = �12e�x2 � f(x)���10 + 12 Z 10 e�x2 � f 0(x) dx == �12e�1 � Z �=40 etg2t dt+ 12 Z 10 dx1 + x2 = �12e�1 � Z �=40 etg2t dt+ 12 ar
tg x���10 =tg t=u= �12e�1 � Z 10 eu2 � du1 + u2 + �8 .Apoi: Z 10 g(x) dx = G(1)�G(0) = 12 : De
i:Z 10 x f(x)ex2 dx+ 12e Z 10 ex21 + x2 dx = � 12e Z 10 eu21 + u2 du+ �8 + 12e Z 10 ex21 + x2 dx == �8 = �4 � Z 10 g(x) gx,adi
�a to
mai relat�ia din enunt�.5. S�a se 
al
uleze derivata fun
t�iei:f(x) = Z 2xx 
os (x + t) � ln (tx) dt; x > 0.Rezolvare. Fie a; b > 0; a < b. Fun
t�iile '(x) = x;  (x) = 2x sunt din C1([a; b℄),iar fun
t�ia:��x [
os (x+ t) � ln (tx)℄ = � sin (x+ t) � ln (tx) + 1x 
os (x + t)este 
ontinu�a pe [a; b℄� [x; 2x℄. Rezult�a 
�a f este derivabil�a pe (a; b) �si:f 0(x) = Z 2xx �� sin (x+ t) � ln (tx) + 1x 
os (x + t)� dt+ 2 
os 3x � ln (2x2)�� 
os 2x � lnx2 = � Z 2xx sin (x+ t) � ln (tx) dt + 1x sin (x+ t)����t=2xt=x + 2 
os 3x � ln (2x2)�� 
os 2x � lnx2 = � Z 2xx sin (x+ t) � ln (tx) dt + 1x(sin 3x� sin 2x) + 2 
os 3x � ln (2x2)�� 
os 2x � lnx2; 8 x 2 (a; b).Pun
tele a �si b �ind arbitrare rezult�a 
�a f este derivabil�a pe (0;1) �si:f 0(x) = 1x(sin 3x� sin 2x) + 2 
os 3x � ln (2x2)� 
os 2x � lnx2� Z 2xx sin (x+ t) � lnx dt�� Z 2xx sin (x + t) � ln t dt = 1x(sin 3x� sin 2x) + 2 
os 3x � ln (2x2)� 
os 2x � ln (x2)++ lnx � (
os 3x� 
os 2x)� sin x Z 2xx 
os t � ln t dt� 
os x Z 2xx sin t � ln t dt.6. Fie fun
t�ia f(x; y) = e�y2=x2 � yx2 de�nit�a pe (0;1)� [0; 1℄. S�a se arate 
�a:



164 Capitolul 3limx!0 Z 10 f(x; y) dy 6= Z 10 limx!0 f(x; y) dy.Rezolvare. Avem:Z 10 f(x; y) dy = Z 10 e�y2=x2 � yx2 dy = �12 Z 10 �e�y2=x2�0 dy = �12e�y2=x2 ����y=1y=0 == �12 �e�1=x2 � 1�,iar limx!0 Z 10 f(x; y) dy = limx!0 ��12 �e�1=x2 � 1�� = 12.Apoi limx!0 f(x; y) = y limx!0 1x2ey2=x2 = y limx!0 � 2x3�2y2x3 � ey2=x2 = 0: De
i:Z 10 limx!0 f(x; y) dy = 0 6= 12 = limx!0 Z 10 f(x; y) dy.Nu am putut apli
a Teorema 3.2.1 deoare
e limx!0 f(x; y) = 0 nu este uniform�a �̂n raport
u y 2 [0; 1℄. Într-adev�ar:9 "0 > 0 a.̂�. 8 �; 1 > � > 0 9 x; 0 < x < � �si 9 y; y 2 [0; 1℄ a.̂�. jf(x; y)j � "0.Luând "0 = 4e�4; x = �2 �si y = � obt�inem ����f ��2 ; ������ = e�4 � 4� > 4e�4.7. Fie fun
t�ia:I(�) = Z 10 lnpx2 + �2 dx; � � 0:S�a se arate 
�a: I 0(0) 6= Z 10  ��� lnpx2 + �2!�=0 dx.Rezolvare. Fie � > 0. Integrând prin p�art�i, obt�inem:I(�) = x lnpx2 + �2���10 � Z 10 2x22px2 + �2 � px2 + �2 dx = lnp�2 + 1�� Z 10 (x2 + �2)� �2x2 + �2 dx = lnp�2 + 1� 1 + �ar
tg x� ����10 = lnp�2 + 1� 1 + �ar
tg 1� .Deoare
e lim�!0�>0 I(�) = �1 = I(0) rezult�a 
�a fun
t�ia I este 
ontinu�a pe (0;1) �si:I(�) = 8><>: lnp�2 + 1� 1 + � ar
tg 1�; da
�a � > 0;�1; da
�a � = 0:Cal
ul�am derivata fun
t�iei I �̂n � = 0:I 0(0) = lim�!0�>0 I(�)� I(0)� = lim�!0 lnp�2 + 1 + � ar
tg 1�� = 12 lim�!0 ln (1 + �2)�2 � �++�2 = �2 .Apoi:Z 10  ��� lnpx2 + �2!�=0 dx = Z 10 � �x2 + �2��=0 dx = 0 6= �2 = I 0(0).Nu putem apli
a Teorema 3.2.2 deoare
e pentru E = [0; a℄; a > 0, 9 �f�� , unde



Integrale proprii �si improprii depinzând de parametri 165f(x; �) = lnpx2 + �2 �si anume �f�� (x; �) = �x2 + �2 x 2 (0; 1); � 2 (0; a). A
east�afun
t�ie nu poate � extins�a prin 
ontinuitate pe [0; 1℄ � [0; a℄, deoare
e 6 9 limx!0�!0 �x2 + �2 ,dup�a 
um se vede 
onsiderând �sirul � 1n; 1n�! (0; 0) pentru 
are �f�� � 1n; 1n� = n2 !!1; n!1 �si �sirul � 1n; 0�! (0; 0) pentru 
are �f�� � 1n; 0� = 0! 0; n!1.8. S�a se arate 
�a da
�a f este de dou�a ori derivabil�a, iar F este derivabil�a atun
ifun
t�ia: u(x; t) = 12[f(x� at) + f(x+ at)℄ + 12a Z x+atx�at F (z) dzsatisfa
e e
uat�ia 
oardei vibrante �2u�t2 = a2 � �2u�x2 �si 
ondit�iile init�iale u(x; 0) = f(x);�u�t (x; 0) = F (x).Rezolvare. Fie b > 0, 
 > 0. Apli
�am Teorema 3.2.3 
u '(x; t) = x� at,  (x; t) == x+ at, fun
t�ii derivabile pe E = [�b; b℄� [�
; 
℄. Derivatele �F�t (= 0) �si �F�x (= 0) sunt
ontinue pe E � [x� at; x + at℄. Avem:�u�t = 12[�af 0(x� at) + af 0(x + at)℄ + 12a � a � F (x + at)� 12a � (�a) � F (x� at) == a2[�f 0(x� at) + f 0(x + at)℄ + 12[F (x+ at) + F (x� at)℄,�2u�t2 = a2[af 00(x� at) + af 00(x+ at)℄ + 12[aF 0(x+ at)� aF 0(x� at)℄ == a22 [f 00(x� at) + f 00(x + at)℄ + a2 [F 0(x+ at)� F 0(x� at)℄,�u�x = 12[f 0(x� at) + f 0(x + at)℄ + 12a [F (x + at)� F (x� at)℄,�2u�x2 = 12[f 00(x� at) + f 00(x+ at)℄ + 12a [F 0(x + at)� F 0(x� at)℄,8 x; jxj < b; 8 t; jtj < 
:Pun
tele b �si 
 �ind arbitrare rezult�a 
�a expresiile de mai sus sunt valabile pentru8 x 2 IR, 8 t 2 IR. Dedu
em astfel 
�a:�2u�t2 = a22 [f 00(x� at) + f 00(x+ at)℄ + a2[F 0(x + at)� F 0(x� at)℄ = a2 � �2u�x2 .9. S�a se studieze �̂n intervalele indi
ate 
onvergent�a uniform�a a urm�atoarelor inte-grale:a) Z 1�1 
os�x1 + x2 dx; � 2 IR; b) Z 10 xnp1� x2 dx; n � 0; 
) Z 10 sinx21 + xp dx; p � 0;d) Z 11 e�ax � 
os xxp dx; a � 0; p > 0 �xat; e) Z 10 sin 1x � dxxn ; 0 < n < 2.Rezolvare. a) Deoare
e:����
os�x1 + x2 ���� � 11 + x2 ; 8 x 2 IR; 8� 2 IR;



166 Capitolul 3iar integrala Z 1�1 dx1 + x2 este 
onvergent�a, rezult�a 
onform 
riteriului lui Weierstrass 
�aintegrala din enunt� este uniform (�si absolut) 
onvergent�a.b) Avem: ����� xnp1� x2 ����� � 1p1� x2 ; 8 x 2 [0; 1); 8n � 0;iar integrala Z 10 dxp1� x2 = �2 este 
onvergent�a. Din 
riteriul lui Weierstrass rezult�a 
�aintegrala din enunt� este uniform 
onvergent�a.
) Apli
�am 
riteriul lui Abel. Integrala Z 10 sinx2 dx este (uniform) 
onvergent�a (veziProblema 14), iar fun
t�ia g(x; p) = 11 + xp este monoton�a �̂n raport 
u x 2 [0;1), pentru8 p � 0 �si g este m�arginit�a pe [0;1)� [0;1):0 < g(x; p) � 1; 8 x � 0; p � 0.Rezult�a 
onform 
riteriului lui Abel 
�a integrala Z 10 sin x21 + xp dx este uniform 
onvergent�a�̂n raport 
u p 2 [0;1).d) Apli
�am �si ai
i 
riteriul lui Abel. Integrala Z 11 
os xxp dx este (uniform) 
onvergent�a,dup�a 
um rezult�a din 
riteriul lui Diri
hlet de la integrale improprii de primul tip. Avem:�����Z A1 
os x dx����� � 2; 8A � 1,iar fun
t�ia 1xp este monoton des
res
�atoare 
u limita 0 pentru x!1.Apoi fun
t�ia g(x; a) = e�ax este monoton�a �̂n raport 
u x 2 [1;1), pentru 8 a � 0�si 0 < e�ax � 1, 8 a � 0; 8 x � 1. Dedu
em astfel 
�a integrala din enunt� este uniform
onvergent�a �̂n raport 
u a 2 [0;1).e) Fa
em s
himbarea de variabil�a 1x = y. Rezult�a:I(n) = Z 11 sin y � yndyy2 = Z 11 sin yy2�n dy.Pentru �e
are n 2 (0; 2) �xat integrala de mai sus este 
onvergent�a, 
onform 
riteriuluilui Diri
hlet:f(y) = sin y; Z A1 sin y dy = � 
os y���A1 = 
os 1� 
osA; �����Z A1 sin y dy����� � 2�si g(y) = 1y2�n este monoton des
res
�atoare pe [1;1) 
u limy!1 g(y) = 0.Totu�si I(n) nu este uniform 
onvergent�a �̂n raport 
u n 2 (0; 2). Problema este �̂nve
in�atatea lui 2. Pentru n! 2 integrala Z 11 sin y dy este divergent�a. Vom demonstra 
�aI(n) nu este uniform 
onvergent�a 
u ajutorul 
riteriului lui Cau
hy-Bolzano, adi
�a vomar�ata 
�a:9 "0 �= 14� a.̂�. 8 y 2 [1;1) 9 y1; y2 2 (y;1); 9n0 2 (0; 2) a.̂�.



Integrale proprii �si improprii depinzând de parametri 167�����Z y2y1 sin yy2�n0 dy����� � "0.Lu�am m0 = [y℄ + 1; y1 = 2�m + �6 ; y2 = 2�m + �2 ; m � m0 (mare) �si n0 = 1; 99.Atun
i:�����Z y2y1 sin yy2�n0 dy����� = Z y2y1 sin yy2�n0 dy � 12 Z y2y1 dyy2�n0 = 12 � yn0�1n0 � 1 ����y2y1 == 12(n0 � 1) �yn0�12 � yn0�11 � > 12 �yn0�12 � yn0�11 � � 14,pentru m mare (de exemplu m � 100).10. Folosind derivarea sub semnul integral�a s�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale:a) I(y) = Z 10 e�x2�y2=x2 dx; y � 0; b) I(a) = Z 10 lnx(x2 + a2) dx; a > 0;
) I(a) = Z 10 ln (1� a2x2)x2p1� x2 dx; jaj < 1.Rezolvare. a) Pentru 8 y 2 IR+, I(y) este o integral�a improprie de primul tip
onvergent�a, deoare
e limx!1x2e�x2�y2=x2 = 0. I(y) nu este improprie de al doilea tip �̂nx = 0, 
�a
i limx!0 e�x2�y2=x2 = 8<: 0; da
�a y 6= 0;1; da
�a y = 0:Fie 0 < a < b �si fun
t�ia:f(x; y) = 8<: e�x2�y2=x2; da
�a x > 0; y 2 [a; b℄;0; da
�a x = 0; y 2 [a; b℄:Exist�a �f�y (x; y) �si anume:�f�y (x; y) = 8><>: �2yx2 e�x2�y2=x2 ; da
�a x > 0; y 2 [a; b℄;0; da
�a x = 0; y 2 [a; b℄;a
east�a fun
t�ie �ind 
ontinu�a pe [0;1)� [a; b℄.Apoi integrala Z 10 ��2yx2� e�x2�y2=x2 dx este uniform 
onvergent�a �̂n raport 
u y 22 [a; b℄, dup�a 
um rezult�a din 
riteriul lui Weierstrass:�����2yx2 e�x2�y2=x2���� � 2bx2 e�x2�a2=x2 ; 8 y 2 [a; b℄; x > 0,iar integrala 2b Z 10 1x2 e�x2�a2=x2 dx este 
onvergent�a.Conform Teoremei 3.2.11 rezult�a 
�a 9 I 0(y) �si:I 0(y)=Z 10 ��2yx2� e�x2�y2=x2 dx=�2yZ 10 e�x2�y2=x2x2 dx=�2yZ 10 e�(x� yx)2x2 � e�2y dx ==�2ye�2yZ 10 1x2 e�(x� yx)2 dx=�2e�2yZ 10 �1 + yx2� e�(x� yx)2 dx+2e�2yZ 10 e�(x� yx)2 dx== �2e�2y Z 1�1 e�t2 dt+ 2 Z 10 e�x2�y2=x2 dx = �2e�2y � p� + 2 I(y).



168 Capitolul 3De
i I 0(y) = �2e�2y � p� + 2I(y); 8 y 2 [a; b℄ ) I 0(y) � 2I(y) = �2e�2y � p�;8 y 2 [a; b℄.Deoare
e a �si b sunt arbitrari, rezult�a 
�a are lo
 relat�ia de mai sus pentru 8 y > 0.Înmult�im a
east�a relat�ie 
u e�2y �si obt�inem (e�2y � I(y))0 = �2e�4y � p�.Prin integrare dedu
em:e�2y � I(y) = �2p� Z e�4y dy ) e�2yI(y) = p�2 e�4y + C.De
i I(y) = p�2 e�2y + Ce2y; 8 y > 0.Pentru y = 0 avem I(0) = Z 10 e�x2 dx = p�2 . Ar�at�am �̂n 
ontinuare 
�a putem tre
ela limit�a pentru y ! 0 sub semnul integral�a �̂n I(y). Mai �̂ntâi vom ar�ata 
�a putemtre
e la limit�a pentru y ! 0 sub semnul integral�a �̂n IÆ(y) = Z 1Æ e�x2�y2=x2 dx, undeÆ > 0. Considerând intervalul E = (0; d℄ (d > 0) pentru y, integrala IÆ(y) este uniform
onvergent�a pe E, deoare
e ���e�x2�y2=x2 ��� � e�x2; iar Z 1Æ e�x2 dx este 
onvergent�a.Apoi fun
t�ia e�x2�y2=x2 ! e�x2 ; pentru y ! 0, uniform �̂n raport 
u x 2 [Æ; 
℄; 8 
 > 0.Rezult�a astfel din Teorema 3.2.10 
�a 9 limy!0 IÆ(y) = Z 1Æ e�x2 dx. Tre
ând la limit�apentru Æ ! 0 obt�inem:9 limy!0 I(y) = Z 10 e�x2 dx = I(0) = p�2 .Dar limy!0 I(y) = limy!0 "p�2 e�2y + Ce2y# = p�2 + C. Rezult�a 
�a C = 0. De
iI(y) = p�2 e�2y; 8 y 2 IR+.b) Pentru �e
are a > 0, I(a) este o integral�a improprie de ambele tipuri. Deoare
e:limx!0x1=2 (� lnx)x2 + a2 = 1a2 limx!0x1=2(� lnx) = 1a2 limx!0 � lnx1px = 1a2 limx!0 � 1x� 12px � 1x = 0,rezult�a 
�a integrala � Z 10 (� lnx)(x2 + a2) dx este 
onvergent�a.Apoi limx!1x3=2 lnxx2 + a2 = limx!1 lnxpx = limx!1 1x12px = 0; de
i �si integrala Z 11 lnxx2 + a2 dxeste 
onvergent�a.Rezult�a 
�a 8 a > 0, I(a) este o integral�a 
onvergent�a. Pentru a deriva integrala subsemnul integral�a, veri�
�am 
ondit�iile din Teorema 3.2.11. Fie 0 < b < 
. Avem:� 9 ��a  lnxx2 + a2! = �2a lnx(x2 + a2)2 ; 8 a 2 [b; 
℄; x 2 (0;1),fun
t�ie 
are este 
ontinu�a pe [b; 
℄� (0;1); iar� integrala Z 10 �2a lnx(x2 + a2)2 dx este uniform 
onvergent�a �̂n raport 
u a 2 [b; 
℄, dup�a
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um rezult�a din teorema lui Weierstrass, 
�a
i ����� �2a lnx(x2 + a2)2 ����� � 2
j lnxj(x2 + b2)2 ,iar integrala Z 10 2
j lnxj(x2 + b2)2 dx = �2
 Z 10 lnx(x2 + b2)2 dx + 2
 Z 11 lnx(x2 + b2)2 dx este 
on-vergent�a (vezi mai sus).Rezult�a astfel din Teorema 3.2.11 
�a I este derivabil�a pe [b; 
℄ �si:I 0(a) = Z 10 �2a lnx(x2 + a2)2 dx = �2a Z 10 lnx(x2 + a2)2 dx = �2a Z 10 a2 + x2(x2 + a2)2 lnx dx++2a Z 10 x2(x2 + a2)2 lnx dx = �2a Z 10 lnxx2 + a2 dx� 1a Z 10 � 1x2 + a2�0 x lnx dx == �2aI(a)� x lnxa(x2 + a2) ����10 + 1a Z 10 1x2 + a2 (lnx+1) dx = �2aI(a)+ 1aI(a)+ 1a2 ar
tg xa ����10 == �1aI(a) + �2a2 .De
i I 0(a) + 1aI(a) = �2a2 ; 8 a 2 [b; 
℄.Deoare
e b �si 
 sunt arbitrari, rezult�a 
�a relat�ia obt�inut�a are lo
 pentru 8 a > 0. Înmult�imrelat�ia de mai sus 
u a. Obt�inem:aI 0(a) + I(a) = �2a ) (aI(a))0 = �2a ,de unde prin integrare, rezult�a:aI(a) = �2 ln a+ C ) I(a) = �2a ln a+ Ca ; 8 a > 0.Pentru a = 1 avem I(1) = Z 10 lnxx2 + 1 dx = 0; 
onform fx1, Problema 14g. De
iC = 0 �si: I(a) = �2a ln a; 8 a > 0.
) Pentru 8 a 2 IR; jaj < 1; I(a) este o integral�a improprie de al doilea tip 
upun
tul singular x = 1, 
onvergent�a deoare
e:limx!1 � ln (1� a2x2)x2p1� x2 � (1� x)1=2 = � 1p2 ln (1� a2).Pun
tul x = 0 nu este singular, 
�a
i limx!0 ln (1� a2x2)�a2x2p1� x2 � (�a2) = �a2.S�a 
onsider�am 0 < b < 1 �si intervalul [�b; b℄ pentru parametrul a. Avem:� 9 ��a " ln (1� a2x2)x2p1� x2 # = �2ax21� a2x2 � 1x2p1� x2 = �2a(1� a2x2)p1� x2
are este 
ontinu�a pe [�b; b℄ � (0; 1), iar� integrala Z 10 �2a(1� a2x2)p1� x2 dx este uniform 
onvergent�a �̂n raport 
u a 22 [�b; b℄, 
onform 
riteriului lui Weierstrass,� ����� 2a(1� a2x2)p1� x2 ����� � 2b(1� b2x2)p1� x2 ; 8 a 2 [�b; b℄ �si Z 10 2b(1� b2x2)p1� x2 dx
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onvergent�a �.De
i 
onform Teoremei 3.2.11 9 I 0(a) pe [�b; b℄ �si:I 0(a) = Z 10 �2a(1� a2x2)p1� x2 dx.Deoare
e b este arbitrar, relat�ia obt�inut�a este adev�arat�a pentru 8 a; jaj < 1.Pentru a 
al
ula integrala de mai sus fa
e s
himbarea de variabil�a x = sin t. Obt�inem:I 0(a) = �2a Z �=20 
os t
os t(1� a2 sin2 t) dt = �2a Z �=20 dt1� a2 sin2 t .În 
ontinuare not�am tg t = u) t = ar
tgu; dt = du1 + u2 . De
i:I 0(a) = �2a Z 10 dt�1� a2 t21+t2 � (1 + t2) = �2a Z 10 dt(1� a2)t2 + 1 == �2a1� a2p1� a2 ar
tg tp1� a2���10 = �a�p1� a2 ; 8 a; jaj < 1.Integrând, obt�inem I(a) = �� Z ap1� a2 da = �p1� a2 + C; 8 a; jaj < 1. Pentrua = 0, I(0) = 0, de
i C = �� �si:I(a) = �(p1� a2 � 1); 8 a; jaj < 1.11. S�a se 
al
uleze I(�; �) = Z 10 e��x2 
os �x dx; � > 0; � 2 IR folosind derivarea�̂n raport 
u � sub semnul integral�a.Rezolvare. Avem o integral�a improprie de primul tip. Pentru 8� > 0 �si � 2 IR esteo integral�a absolut 
onvergent�a:���e��x2 
os �x��� � e��x2 ; iar Z 10 e��x2 dx este 
onvergent�a, deoare
e limx!1x2e��x2 = 0.Fie � > 0 �xat. Vom ar�ata 
�a putem deriva pe I(�; �) �̂n raport 
u � sub semnulintegral�a. Fie a > 0, intervalul E = [�a; a℄ �si fun
t�ia f(x; �) = e��x2 
os �x, x 2 [0;1);� 2 [�a; a℄. Fun
t�ia f este derivabil�a �̂n raport 
u �, iar derivata sa:�f�� (x; �) = �xe��x2 sin �x este 
ontinu�a pe [0;1)� [�a; a℄.Integrala Z 10 (�x)e��x2 sin �x dx; � 2 [�a; a℄ este uniform 
onvergent�a pe [�a; a℄,
onform 
riteriului lui Weierstrass:j � xe��x2 sin�xj � xe��x2 ; 8 x 2 [0;1); 8 � 2 [�a; a℄,iar integrala Z 10 xe��x2 dx este 
onvergent�a � limx!1x2 � xe��x2 = 0�.Rezult�a 
onform Teoremei 3.2.11 
�a I(�; �) este derivabil�a �̂n raport 
�a � 2 [�a; a℄�si: �I�� (�; �) = � Z 10 xe��x2 sin�x dx = 12� Z 10 �e��x2�0 sin �x dx = 12�e��x2 sin�x����10 �� �2� Z 10 e��x2 
os �x dx = � �2�I(�; �); 8 � 2 [�a; a℄.
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i �I�� (�; �) = � �2�I(�; �); 8 � 2 [�a; a℄: Deoare
e a este arbitrar dedu
em 
�arelat�ia de mai sus este adev�arat�a pentru 8 � 2 IR.Avem astfel:�I�� (�; �) + �2�I(�; �) = 0.Înmult�ind relat�ia obt�inut�a 
u e�2=(4�) rezult�a: ��� �e�2=(4�) � I(�; �)� = 0: Prin in-tegrare dedu
em: e�2=(4�) � I(�; �) = C(�) sau I(�; �) = C(�)e��2=(4�); 8 � 2 IR; � > 0.Pentru � = 0 avem I(�; 0) = Z 10 e��x2 dx. Not�am p�x = t) x = tp� . De
i:I(�; 0) = Z 10 e�t2 � dtp� = 1p� Z 10 e�t2 dt = 1p� � p�2 = p�2p�(
onform fx1, Problema 7g { integrala lui Euler-Poisson). Rezult�a C(�) = 12r�� �si de
i:I(�; �) = 12r�� e��2=(4�); 8 � 2 IR; � > 0.12. Folosind valoarea integralei:I(�; �) = Z 10 e��x � sin�xx dx; � � 0; � 2 IRs�a se 
al
uleze D(�) = Z 10 sin�xx dx.Rezolvare. Pentru � > 0 �si � 2 IR �xat�i, I(�; �) este o integral�a improprie deprimul tip  limx!0 e��x � sin�xx = �!. Deoare
e:�����e��x � sin�xx ����� � e��xx ; 8 x > 0,iar Z 1a e�axx dx; a > 0 este 
onvergent�a  limx!1x2 � e��xx = 0! rezult�a 
�a integralaZ 1a e��x � sin�xx dx este o integral�a improprie absolut 
onvergent�a.Da
�a � = 0, I(0; �) = Z 10 sin�xx dx = D(�) este o integral�a improprie de primul tipsimplu 
onvergent�a (vezi fx1, Problema 2g).S�a �x�am parametrul � > 0. Vom deriva pe I �̂n raport 
u � sub semnul integral�a.Fie a > 0, intervalul [�a; a℄ �si fun
t�ia:f(x; �) = 8><>: e��x � sin�xx ; da
�a x 2 (0;1); � 2 [�a; a℄;�; da
�a x = 0; � 2 [�a; a℄:Derivata part�ial�a �̂n raport 
u � a fun
t�iei f exist�a �si este egal�a 
u:�f�� (x; �) = 
os �x � e��x; x 2 [0;1); � 2 [�a; a℄;�̂n plus, ea este 
ontinu�a pe [0;1)� [�a; a℄.Apoi, integrala improprie:



172 Capitolul 3Z 10 �f�� (x; �) dx = Z 10 
os �x � e��x dxeste uniform 
onvergent�a pe [�a; a℄, dup�a 
um rezult�a din 
riteriul lui Weierstrass:j 
os �x � e��xj � e��x �si Z 10 e��x dx = 1� .Atun
i 
onform Teoremei 3.2.11 rezult�a 
�a I(�; �) este derivabil�a �̂n raport 
u � pe[�a; a℄ �si: �I�� (�; �) = Z 10 
os �x � e��x dx = ��2 + �2 ; 8 � 2 [�a; a℄.Deoare
e a este arbitrar rezult�a 
�a:�I�� (�; �) = ��2 + �2 ; 8 � 2 IR; � > 0.De ai
i obt�inem prin integrare:I(�; �) = ar
tg �� + C(�); � > 0; � 2 IR.Pentru � = 0; I(�; 0) = 0, de
i C(�) = 0. Rezult�a:I(�; �) = ar
tg ��; 8� > 0; � 2 IR.Vom ar�ata �̂n 
ontinuare 
�a putem tre
e la limit�a pentru �! 0 sub semnul integral�a�̂n I(�; �) (Teorema 3.2.10). Fix�am a
um pe �. Avem:a) Integrala Z 10 e��x � sin �xx dx este uniform 
onvergent�a �̂n raport 
u � 2 E == [0; b℄; b > 0 dup�a 
um rezult�a din 
riteriul lui Abel, 
onsiderând:� h1(x; �) = sin�xx , integrala Z 10 h1(x; �) dx este 
onvergent�a (uniform 
onvergent�a�̂n raport 
u � 2 E) �si� h2(x; �) = e��x este monoton�a �̂n raport 
u x 2 [0;1), pentru 8� 2 [0;1) �si h2este m�arginit�a pe [0;1)� [0;1).b) Fun
t�ia g(x; �) = 8><>: e��x � sin�xx ; da
�a x 6= 0;�; da
�a x = 0; tinde pentru � ! 0 la fun
t�iah(x) = 8><>: sin �xx ; da
�a x 6= 0;�; da
�a x = 0 uniform �̂n raport 
u x 2 [0; Æ℄; Æ > 0 (g este 
ontinu�ape [0; Æ℄� [0; b℄).Rezult�a 
onform Teoremei 3.2.10 
�a exist�a:lim�!0 I(�; �) = Z 10 sin�xx dx = D(�).Dar lim�!0 I(�; �) = lim�!0 ar
tg �� = �2 sgn �. De
i:D(�) = �2 sgn �.În parti
ular pentru � = 1 obt�inem:Z 10 sin xx dx = �2 .
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al
uleze urm�atoarele integrale:a) I(�; �;m) = Z 10 e��x � e��xx � sinmxdx; �; � > 0; 2 IR n f0g;b) I(a) = Z 10 ar
tg axxp1� x2 dx; a > 0;
) I(�; �) = Z 1a e��x2 � e��x2x dx; �; � > 0; a > 0.Rezolvare. a) Pentru � = �; I = 0. Presupunem �̂n 
ontinuare 
�a � 6= �; � < �,(̂�n mod asem�an�ator se trateaz�a 
azul � > �). Avem e��x � e��xx = Z �� e�xy dy, de
i:I(�; �;m) = Z 10  Z �� e�xy dy! sinmxdx.Avem:� pentru �; �; m arbitrari, momentan �xat�i, fun
t�ia f(x; y) = e�xy sinmx este
ontinu�a pe [0;1)� [�; �℄;� Z �� �e�xy sinmx� dy = 8><>: sinmx Z �� e�xy dy = e��x � e��xx � sinmx; da
�a x 6= 0;0; da
�a x = 0este uniform 
onvergent�a �̂n raport 
u x 2 [0; a℄; 8 a > 0;� Z 10 �e�xy sinmx� dx este uniform 
onvergent�a �̂n raport 
u y 2 [�; �℄ (vezi 
al
ululde mai jos);� Z 10  Z �� e�xy dy! sinmxdx = Z 10 e��x � e��xx sinmxdx = Z 10 e��x sinmxx dx�� Z 10 e��x sinmxx dx este 
onvergent�a, � �����e��x sinmxx ����� � e��xx ; x � a; a > 0;iar Z 1a e��xx dx (C); asem�an�ator pentru 
ealalt�a integral�a �.Rezult�a 
onform Teoremei 3.2.13 
�a putem s
himba ordinea de integrare:I(�; �;m) = Z �� �Z 10 e�xy sinmxdx� dy = Z �� mm2 + y2 dy(vezi fx1, Problema 16, 
)g).Obt�inem:I(�; �;m) = ar
tg ym ������ = ar
tg �m � ar
tg �m; 8�; � > 0; m 2 IR n f0g.b) Deoare
e ar
tg axx = Z a0 dtx2t2 + 1 rezult�a 
�a:I(a) = Z 10  Z a0 dtx2t2 + 1! � 1p1� x2 dx.Avem:� fun
t�ia f(x; t) = 1(x2t2 + 1)p1� x2 este 
ontinu�a pe [0; 1)� [0; a℄;



174 Capitolul 3� integrala Z 10 dx(x2t2 + 1)p1� x2 este uniform 
onvergent�a �̂n raport 
u t 2 [0; a℄;� integrala Z a0 dt(x2t2 + 1)p1� x2 este uniform 
onvergent�a �̂n raport 
u x 2 [0; b℄;8 b; 0 < b < 1;� integrala Z 10  Z a0 dt(x2t2 + 1)! 1p1� x2 dx = Z 10 ar
tg axxp1� x2 dx este 
onvergent�a.Rezult�a 
onform Teoremei 3.2.13 
�a putem s
himba ordinea de integrare �̂n I(a), de
i:I(a) = Z a0  Z 10 dx(x2t2 + 1)p1� x2! dt.Cal
ul�am mai �̂ntâi integrala din interior, adi
�a:I(t)=Z 10 dx(x2t2 + 1)p1� x2 x=sinu= Z �=20 
os u du
os u(t2 sin2 u+ 1) =Z �=20 dut2 sin2 u+ 1 tg u=v== Z 10 dv�t2 � v21+v2 + 1� (1 + v2) = Z 10 dv(t2 + 1)v2 + 1 = 1pt2 + 1 � ar
tg vpt2 + 1���v!1v=0 == �2pt2 + 1.De
i I(a) = Z a0 �2pt2 + 1 dt = �2 ln (t+pt2 + 1)���a0 = �2 ln (a +pa2 + 1); 8 a > 0.
) Avem e��x2 � e��x2x2 = Z �� e�x2y dy: Pentru � = �; I(�; �) = 0. Presupunem� 6= �; � < � (̂�n mod asem�an�ator se trateaz�a 
azul � > �). De
i:I(�; �) = Z 1a x �  Z �� e�x2y dy! dx.Avem:� fun
t�ia f(x; y) = xe�x2y; x 2 [a;1); y 2 [�; �℄ este 
ontinu�a pe [a;1)� [�; �℄;� integrala Z 1a xe�x2y dx este uniform 
onvergent�a �̂n raport 
u y 2 [�; �℄;� integrala Z �� xe�x2y dy este uniform 
onvergent�a �̂n raport 
u x 2 [a; b℄; 8 b > a;� integrala Z 1a  Z �� xe�x2y dy! dx = Z 1a e��x2 � e��x2x dx = Z 1a e��x2x dx�� Z 1a e��x2x dx este 
onvergent�a.Rezult�a 
onform Teoremei 3.2.13 
�a putem s
himba ordinea de integrare �̂n I(�; �),adi
�a avem:I(�; �) = Z �� �Z 1a xe�x2y dx� dy = Z �� ��12e�x2y����x!1x=a � dy = Z �� 12e�a2y dy == � 12a2 e�a2y������ = 12a2 �e��a2 � e��a2� ; 8�; � > 0; a > 0.14. S�a se studieze �si apoi s�a se 
al
uleze integralele lui Fresnel:I = Z 10 sin x2 dx; J = Z 10 
os x2 dx.



Integrale proprii �si improprii depinzând de parametri 175Rezolvare. Fa
em mai �̂ntâi o s
himbare de variabil�a x2 = t) x = pt; dx = dt2pt ,x = 0) t = 0, x!1) t!1. Obt�inem:I = Z 10 sin t2pt dt; J = Z 10 
os t2pt dt.Apli
ând pentru I 
riteriul lui Diri
hlet de la integrale improprii de primul tip, 
u:� f(t) = sin t; Z A0 f(t) dt = � 
os t���A0 = � 
osA + 1; �����Z A0 f(t) dt����� � 2; 8A > 0;� g(t) = 12pt monoton des
res
�atoare la 0 pentru t!1,�si analog pentru J , dedu
em 
�a Z 1a sin t2pt dt �si Z 1a 
os t2pt dt; a > 0 sunt 
onvergente. Pun
-tul 0 nu este pun
t singular pentru I deoare
e limt!0 sin t2pt = 0.Pentru integrala J , 
are este improprie �si de al doilea tip, avem:�����
os t2pt ����� � 12pt ; iar Z a0 12pt dt este 
onvergent�a.De
i I �si J sunt 
onvergente (simplu 
onvergente, vezi x1).Pentru 
al
ulul a
estor integrale s�a 
onsider�am integrala:Z 10 e�tu2 du pt u=x= Z 10 1pte�x2 dx = 1pt � p�2 .De
i 1pt = 2p� Z 10 e�tu2 du.S�a �̂nmu lt�im relat�ia de mai sus 
u e�kt � sin t, k > 0 arbitrar, momentan �xat �si s-ointegr�am �̂n raport 
u t pe [0;1):Z 10 e�ktpt � sin t dt = 2p� Z 10 e�kt �Z 10 e�tu2 � sin t du� dt )Z 10 e�kt � sin tpt dt = 2p� Z 10 �Z 10 e�(k+u2)t � sin t du� dt.Demonstr�am �̂n 
ontinuare 
�a putem s
himba ordinea de integrare �̂n ultima integral�ade mai sus, 
onform Teoremei 3.2.13. Integralele:Z 10 e�(k+u2)t � sin t dt �si Z 10 e�(k+u2)t � sin t dusunt uniform 
onvergente pe [0; a℄ 3 u; 8 a > 0, respe
tiv pe [0; b℄ 3 t; 8 b > 0, iarintegrala: Z 10 �Z 10 e�(k+u2)t � sin t du� dt = p�2 Z 10 e�kt � sin tpt dteste (absolut) 
onvergent�a.Rezult�a 
onform Teoremei 3.2.13 
�a �si integrala:Z 10 �Z 10 e�(k+u2)t � sin t dt� dueste 
onvergent�a �si ultimele dou�a integrale sunt egale, de
i:



176 Capitolul 3Z 10 e�kt sin tpt dt = 2p� Z 10 �Z 10 e�(k+u2)t � sin t dt� du:Deoare
e Z 10 e��t � sin t dt = 11 + �2 dedu
em 
�a:Z 10 e�kt sin tpt dt = 2p� Z 10 du1 + (k + u2)2 .În 
ontinuare vom tre
e la limit�a pentru k ! 0 �̂n integralele din relat�ia de mai sus.Pentru prima integral�a avem:Z 10 e�kt sin tpt dt este uniform 
onvergent�a pe [0; a℄ 3 k; a > 0 �sig(t; k) = 8>><>>: e�kt sin tpt ; da
�a t 6= 0;0; da
�a t = 0 �! h(t) = 8><>: sin tpt ; da
�a t 6= 0;0; da
�a t = 0;pentru k ! 0, uniform �̂n raport 
u t 2 [0; b℄; b > 0; (g este o fun
t�ie 
ontinu�a pe[0; b℄� [0; a℄).Rezult�a 
�a 9 limk!0 Z 10 e�kt sin tpt dt = Z 10 sin tpt dt:Pentru a doua integral�a avem:Z 10 du1 + (k + u2)2 este uniform 
onvergent�a �̂n raport 
u k 2 [0; a℄; a > 0�si 11 + (k + u2)2 ! 11 + u4 ; k ! 0; uniform �̂n raport 
u u 2 [0; b℄; b > 0.Rezult�a 
�a 9 limk!0 Z 10 du1 + (k + u2)2 = Z 10 du1 + u4 .Obt�inem astfel relat�ia:Z 10 sin tpt dt = 2p� Z 10 du1 + u4 .Conform fx1, Problema 3, f)g, din egalitatea de mai sus dedu
em:Z 10 sin tpt dt = 2p� � �2p2 = p�p2 .De
i I = Z 10 sinx2 dx = 12r�2 .În mod asem�an�ator se arat�a 
�a:J = Z 10 
os x2 dx = 12r�2 .PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE15. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale, folosind derivarea sub semnul integral�a:a) I(a) = Z �=20 ln (1 + a 
os x)
os x dx; jaj < 1;



Integrale proprii �si improprii depinzând de parametri 177b) I(a) = Z �=20 ar
tg (a tgx)tgx dx; a � 0;
) I(x) = Z 2�0 ln (1� x 
os t) dt; jxj < 1;d) I(a) = Z �0 ln (1� 2a 
os x+ a2) dx; a 2 IR.16. S�a se 
al
uleze integrala f(�) = Z �=20 dxtgx + �; � > 0 �si apoi s�a se dedu
�avaloarea integralei I(�) = Z �=20 dx(tgx + �)2 .17. Folosind integrarea sub semnul integral�a s�a se 
al
uleze:I(a; b) = Z 10 sin�ln 1x� � xb � xalnx dx; a > 0; b > 0.18. S�a se g�aseas
�a derivatele E 0 �si F 0 ale fun
t�iilor:E(a) = Z �=20 q1� a2 sin2 x dx; F (a) = Z �=20 dxp1� a2 sin2 x; a 2 (0; 1)�si s�a se exprime a
este derivate 
u ajutorul lui E(a) �si F (a). Apoi s�a se arate 
�a:E 00(a) + 1aE 0(a) + E(a)1� a2 = 0.19. Da
�a fun
t�ia real�a f este 
ontinu�a pe [0; a℄, s�a se demonstreze 
�a fun
t�ia:F (x; y; z) = Z a0 f(t)q(x� t)2 + y2 + z2 dtveri�
�a e
uat�ia lui Lapla
e �2F�x2 + �2F�y2 + �2F�z2 = 0; pentru 8 (x; y; z) 2 IR3 
u(x� t)2 + y2 + z2 6= 0; 8 t 2 [0; a℄.20. S�a se arate 
�a fun
t�ia lui Bessel de indi
e �̂ntreg n:In(x) = 1� Z �0 
os (n'� x sin') d'veri�
�a e
uat�ia lui Bessel x2I 00n(x) + xI 0n(x) + (x2 � n2)In(x) = 0; x 6= 0.21. S�a se studieze �̂n intervalele indi
ate 
onvergent�a uniform�a a urm�atoarelor inte-grale:a) Z 10 e��x sinx dx; � 2 [�0;1); �0 > 0; b) Z 10 sinxx e��x dx; � � 0;
) Z 20 x�3q(x� 1)(x� 2)2 dx; j�j < 1; d) Z 1�1 e�(x��)2 dx pentru d1) a < � < b ,d2) � 2 IR.22. Folosind derivarea sub semnul integral�a s�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale:a) I(a) = Z 10 ln (1� ax2)p1� x2 dx; jaj < 1; b) I(�) = Z 10 ar
tg (�x)x(1 + x2) dx; � � 0;
) I(�) = Z 11 ar
tg (�x)x2px2 � 1 dx; � � 0; d) I(�; �) = Z 10 ln (x2 + �2)x2 + �2 dx; �; � > 0.23. S�a se 
al
uleze, folosind derivarea sub semnul integral�a, urm�atoarele integrale:a) I(�; �) = Z 10 ar
tg (�x) � ar
tg (�x)x2 dx; �; � > 0;



178 Capitolul 3b) I(�; �) = Z 10 ln (1 + �2x2) � ln (1 + �2x2)x4 dx; �; � > 0.24. Folosind integrarea sub semnul integral�a s�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale:a) I(�; �;m) = Z 10 e��x � e��xx � 
osmxdx; �; � > 0; m 6= 0;b) I(a; b; 
) = Z 10 1xe�ax � (
os bx� 
os 
x) dx; a > 0; b; 
 2 IR;
) I(a; b; 
) = Z 10 1xe�ax � (sin bx� sin 
x) dx; a > 0; b; 
 2 IR.
x3. INTEGRALELE LUI EULER

Integralele: B(p; q) = Z 10 xp�1 � (1� x)q�1 dx; p; q 2 IR �si�(p) = Z 10 xp�1 � e�x dx; p 2 IRse numes
 integralele lui Euler de primul tip, respe
tiv de al doilea tip (sau fun
t�iile beta,respe
tiv gama ale lui Euler).PROBLEME REZOLVATE1. S�a se demonstreze 
�a:a) B(p; q) este 
onvergent�a pentru p > 0 �si q > 0 �si �̂n rest divergent�a;b) �(p) este 
onvergent�a pentru p > 0 �si divergent�a pentru p � 0;
) integrala �(p) depinzând de parametrul p este uniform 
onvergent�a pe ori
e seg-ment [a; b℄ � (0;1).Rezolvare. a) Da
�a p� 1 � 0 , p � 1 �si q � 1 � 0 , q � 1 atun
i B(p; q) este ointegral�a proprie, de
i 
onvergent�a. Da
�a p�1 < 0, p < 1 sau q�1 < 0, q < 1 atun
iB(p; q) este o integral�a improprie de al doilea tip 
u x = 0 pun
t singular sau x = 1 pun
tsingular. Avem:B(p; q) = Z a0 xp�1 � (1� x)q�1 dx + Z 1a xp�1 � (1� x)q�1 dx; 0 < a < 1.



Integralele lui Euler 179Integrala I1 = Z a0 xp�1 � (1 � x)q�1 dx = Z a0 (1� x)q�1x1�p dx este 
onvergent�a da
�a �sinumai da
�a 1�p < 1, p > 0, iar integrala I2 = Z 1a xp�1 �(1�x)q�1 dx = Z 1a xp�1(1� x)1�q dxeste 
onvergent�a da
�a �si numai da
�a 1� q < 1, q > 0.De
i B(p; q) este 
onvergent�a pentru p > 0 �si q > 0, �̂n rest �ind divergent�a.b) Da
�a p� 1 � 0, p � 1 integrala �(p) este improprie de primul tip, 
onvergent�a,deoare
e limx!1x� � xp�1e�x = 0; 8� 2 IR: Da
�a p < 1 atun
i �(p) este improprie deambele tipuri. O des
ompunem astfel:�(p) = Z a0 xp�1 � e�x dx+ Z 1a xp�1 � e�x dx; 0 < a < 1:Integrala I1 = Z a0 e�xx1�p dx este 
onvergent�a pentru 1� p < 1, p > 0, iar I2 == Z 1a xp�1e�x dx este 
onvergent�a pentru 8 p 2 IR dup�a 
um am v�azut mai sus.Dedu
em astfel 
�a �(p) este 
onvergent�a pentru p > 0 �si divergent�a pentru p � 0.
) S�a 
onsider�am un interval [a; b℄ � (0;1) arbitrar, momentan �xat (0 < a < b).Avem: �(p) = Z 10 xp�1e�x dx| {z }I1 + Z 11 xp�1e�x dx| {z }I2 .Pentru I1 avem xp�1e�x � xa�1e�x; 8 x 2 (0; 1℄; 8 p 2 [a; b℄; iar integralaZ 10 xa�1e�x dx este 
onvergent�a (1� a < 1 , a > 0). Rezult�a astfel 
�a I1 este uniform
onvergent�a �̂n raport 
u p 2 [a; b℄.Pentru I2 avem inegalitatea xp�1e�x � xb�1e�x; 8 x 2 [1;1); 8 p 2 [a; b℄; iarintegrala Z 11 xb�1e�x dx este 
onvergent�a. Rezult�a 
�a �si I2 este uniform 
onvergent�a pe[a; b℄, de
i �(p) este uniform 
onvergent�a pe [a; b℄.2. S�a se demonstreze urm�atoarele propriet�at�i ale integralelor lui Euler:a) �(p+ 1) = p�(p); 8 p > 0; b) �(n) = (n� 1)! ; 8n 2 IN�; 
) ��12� = p�;d) qB(p+ 1; q) = pB(p; q + 1); 8 p; q > 0;e) B(p+ 1; q) +B(p; q + 1) = B(p; q); 8 p; q > 0;f) B(p; q) = Z 10 tp�1(1 + t)p+q dt.Rezolvare. a) Avem:�(p) = Z 10 xp�1e�x dx = 1p Z 10 (xp)0e�x dx = 1pxpe�x���10 + 1p Z 10 xpe�x dx = 1p�(p+ 1),de
i �(p+ 1) = p�(p); 8 p > 0.b) Folosind relat�ia de la pun
tul a) obt�inem:�(n) = (n� 1)�(n� 1) = (n� 1)(n� 2)�(n� 2) = � � � = (n� 1)! �(1),



180 Capitolul 3iar �(1) = Z 10 e�x dx = �e�x���10 = 1. De
i �(n) = (n� 1)!; 8n 2 IN�.
) ��12� = Z 10 x�1=2e�x dx: Not�am x = u2; dx = 2u du. Rezult�a:��12� = Z 10 u�1e�u2 � 2u du = 2 Z 10 e�u2 du = 2 � p�2 = p�,(am folosit integrala lui Euler-Poisson).d) Avem:qB(p+ 1; q) = q Z 10 xp � (1� x)q�1 dx = � Z 10 xp � [(1� x)q℄0 dx = �xp � (1� x)q���10++p Z 10 xp�1 � (1� x)q dx = pB(p; q + 1); 8 p; q > 0.e) B(p+ 1; q) +B(p; q + 1) = Z 10 xp � (1� x)q�1 dx+ Z 10 xp�1 � (1� x)q dx == Z 10 xp�1 � (1� x)q�1(x+ 1� x) dx = Z 10 xp�1 � (1� x)q�1 dx = B(p; q); 8 p; q > 0.f) Fa
em s
himbarea de variabil�a x = t1 + t (t > 0)) t = x1� x; dx = dt(1 + t)2 ;x = 0) t = 0; x! 1� ) t!1. Rezult�a:B(p; q) = Z 10 tp�1(1 + t)p�1 �1� t1 + t�q�1 � 1(1 + t)2 dt = Z 10 tp�1(1 + t)p+q dt.3. S�a se demonstreze urm�atoarea relat�ie dintre fun
t�iile beta �si gama:B(p; q) = �(p) � �(q)�(p+ q) ; p; q > 0.Rezolvare. Avem:�(p+ q) �B(p; q) = �(p+ q) Z 10 xp�1 � (1� x)q�1 dx = �(p+ q) Z 10 tp�1(1 + t)p+q dt == Z 10 tp�1(1 + t)p+q �Z 10 xp+q�1 � e�x dx� dt = Z 10 �Z 10 tp�1(1 + t)p+q � xp+q�1e�x dx| {z }I1 � dt.În integrala I1 fa
em s
himbarea de variabil�a x = (1 + t)u; t > 0. Obt�inem:I1 = Z 10 tp�1(1 + t)p+q � (1 + t)p+q�1 � up+q�1e�(1+t)u(1 + t) du = Z 10 tp�1up+q�1 � e�(1+t)u du.De
i �(p+ q) �B(p; q) = Z 10 �Z 10 tp�1up+q�1e�(1+t)u du� dt.S
himbând ordinea de integrare �̂n integrala de mai sus, obt�inem:�(p+ q) �B(p; q) = Z 10 �Z 10 tp�1up+q�1e�(1+t)u dt� du == Z 10 up+q�1� Z 10 tp�1e�(1+t)u dt| {z }I2 � du.În integrala I2 de mai sus fa
em s
himbarea de variabil�a tu = �; u > 0. Rezult�a:I2 = Z 10 � p�1up�1 � e�u�� � d�u = e�uup Z 10 � p�1e�� d� .De
i:



Integralele lui Euler 181�(p+ q) �B(p; q) = Z 10 up+q�1 � e�uup �Z 10 � p�1e�� d�� du = �Z 10 uq�1e�u du����Z 10 � p�1e�� d�� = �(p) � �(q).4. S�a se demonstreze formula:B(p; 1� p) = �(p) � �(1� p) = �sin (p�) ; 8 p 2 (0; 1);(formula 
omplementelor).Rezolvare. Deoare
e prima parte a relat�iei de mai sus a fost demonstrat�a �̂n Prob-lema 3, r�amâne s�a ar�at�am 
�a:B(p; 1� p) = �sin (p�) ; 8 p 2 (0; 1) sau Z 10 tp�11 + t dt = �sin (p�) ; 8 p 2 (0; 1).Pentru a
easta vom folosi dezvoltarea �̂n serie Fourier a fun
t�iei f : [��; �℄ ! IR,f(x) = 
os px; p 2 IR n Z. Fiind o fun
t�ie par�a, 
oe�
ient�ii bn = 0; 8n 2 IN�, iar:a0 = 1� Z ��� 
os px dx = 2� Z �0 
os px dx = 2p� sin px�����0 = 2 sin p�p� ,an = 1� Z ��� f(x) 
osnx dx = 1� Z ��� 
os px � 
osnx dx = 2� Z �0 
os px � 
os nx dx == 1� Z �0 [
os (p+n)x+
os (p�n)x℄ dx = 1�(p+ n) sin (p+n)x�����0 + 1�(p� n) sin (p�n)x�����0 == (�1)n sin p��  1p+ n + 1p� n! = (�1)n2p�(p2 � n2) sin p�; n � 1.Deoare
e f este 
ontinu�a, iar derivata sa are un num�ar �nit de pun
te de dis
onti-nuitate de spe
ia �̂ntâi (de
i este neted�a pe port�iuni) rezult�a, 
onform fCapitolul 2, x4,Teorema 2.4.1g 
�a seria Fourier aso
iat�a lui f :sin p�p� � sin p�� � 2pp2 � 12 
os x+sin p�� � 2pp2 � 22 
os 2x+� � �+(�1)n sin p�� � 2pp2 � n2 
osnx+� � �este 
onvergent�a �̂n 8 x 2 [��; �℄ �si suma sa este f(x). De
i:f(x) = sin p�� "1p � 2pp2 � 1 
os x + 2pp2 � 22 
os 2x+ � � �+ 2p � (�1)np2 � n2 
osnx + � � �# ;8 x 2 [��; �℄: Pentru x = 0 rezult�a:�sin p� = 1p + 21� p2 + � � �+ (�1)n�1 2pn2 � p2 + � � � :S
riind fra
t�ia 2pn2 � p2 sub forma 2pn2 � p2 = 1n� p � 1n+ p = 1(n� 1) + (1� p)�� 1n + p �si notând 
u g(p) suma seriei alternate:g(p) = 1p � 1p+ 1 + 1p+ 2 � � � �+ (�1)np+ n + � � �rezult�a relat�ia: �sin p� = g(p) + g(1� p).
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ontinuare revenim la integrala Z 10 tp�11 + t dt; 0 < p < 1; pe 
are o des
ompunem�̂n: Z 10 tp�11 + t dt = Z 10 tp�11 + t dt| {z }I1 + Z 11 tp�11 + t dt| {z }I2 .În integrala a doua I2 fa
em s
himbarea de variabil�a 1t = u. Rezult�a:I2 = Z 10 1up�1 � �1 + 1u� � duu2 = Z 10 duup(1 + u) = Z 10 u�p1 + u du.De
i Z 10 tp�11 + t dt = Z 10 tp�11 + t dt+ Z 10 u�p1 + u du.Notând 
u h(p) = Z 10 tp�11 + t dt; obt�inem urm�atoarea relat�ie:Z 10 tp�11 + t dt = h(p) + h(1� p); 0 < p < 1.Vom ar�ata �̂n 
ontinuare 
�a fun
t�iile g �si h sunt identi
e, de unde va rezulta relat�iadorit�a, adi
�a: Z 10 tp�11 + t dt = �sin (p�) ; 8 0 < p < 1.Pentru a
easta pornim de la dezvoltarea:11 + t = 1� t+ t2 � � � �+ (�1)ntn + (�1)n+1tn+11 + t ,relat�ie pe 
are o �̂nmult�im 
u tp�1 �si o integr�am pe [0; 1℄. Obt�inem:h(p) = Z 10 tp�11 + t dt = Z 10 tp�1 dt�Z 10 tp dt+ � � �+(�1)n Z 10 tn+p�1 dt+(�1)n+1 Z 10 tn+p1 + t dt.De
i h(p) = 1p � 1p+ 1 + � � �+ (�1)nn+ p + (�1)n+1 Z 10 tn+p1 + t dt.Pentru 
a h(p) = g(p), adi
�a h(p) s�a �e suma seriei 1Xn=0 (�1)nn+ p este su�
ient s�a demonstr�am
�a integrala:Z 10 tn+p1 + t dt! 0, pentru n!1, uniform �̂n raport 
u p.Dar tn+p1 + t � tn+p; 8 t 2 [0; 1℄; 8 p 2 (0; 1); iar:Z 10 tn+p dt = 1n + p+ 1 < 1n+ 1 ! 0; pt. n!1, uniform �̂n raport 
u p.Rezult�a astfel 
�a h(p) = g(p); 8 p 2 (0; 1).5. S�a se exprime 
u ajutorul integralei lui Euler de primul tip urm�atoarele integrale:a) I1 = Z 10 xp�1 � (1� xm)q�1 dx; p; q; m > 0;b) I2 = Z �=20 sinp�1 x � 
osq�1 x dx; p; q > 0.Rezolvare. a) F�a
ând substitut�ia xm = y, obt�inem:



Integralele lui Euler 183I1 = Z 10 y(p�1)=m�(1�y)q�1� 1my1=m�1 dy = 1m Z 10 yp=m�1�(1�y)q�1 dy = 1mB � pm; q� == 1m � � � pm��(q)� � pm + q� .b) Fa
em substitut�ia sin2 x = y; avem:I2 = Z 10 y(p�1)=2 � (1� y)(q�1)=2 � 12py � 1p1� y dy = 12 Z 10 yp=2�1 � (1� y)q=2�1 dy == 12B �p2 ; q2� = 12 � � �p2�� � q2�� �p+q2 � .În parti
ular pentru q = 1 obt�inem:Z �=20 sinp�1 x dx = 12B �p2 ; 12�,iar pentru p = 1 avem:Z �=20 
osq�1 x dx = 12B �12 ; q2�.6. S�a se stabileas
�a relat�ia:�(p) � ��p+ 12� = p�22p�1 �(2p),(formulele lui Legendre).Rezolvare. Ple
�am de la fun
t�ia B(p; p):B(p; p)=Z 10 xp�1 � (1� x)p�1 dx=Z 10 [x(1� x)℄p�1 dx=Z 10 ��x2 + x� 14 + 14�p�1 dx== Z 10 "��2x� 12 �2 + 14#p�1 dx = 122(p�1) Z 10 [�(2x� 1)2 + 1℄p�1 dx == 222(p�1) Z 1=20 [�(2x� 1)2 + 1℄p�1 dx.Fa
em �̂n 
ontinuare substitut�ia (2x� 1)2 = y ) 1� 2x = py � 0. Obt�inem:B(p; p) = 122p�3 Z 10 (1� y)p�1 � 14py dy = 122p�1 Z 10 y�1=2 � (1� y)p�1 dy == 122p�1B �12 ; p�.Dar B(p; p) = �2(p)�(2p) ; iar B �12 ; p� = � �12��(p)� �12 + p� .Din relat�iile de mai sus obt�inem:�2(p)�(2p) = 122p�1 � p� �(p)� �p+ 12� , �(p) � ��p + 12� = p�22p�1 �(2p).7. S�a se exprime 
u ajutorul integralei lui Euler de al doilea tip urm�atoarea integral�a:Im = Z 10 xm � e��x2 dx; � > 0; m > �1.Rezolvare. Fa
em substitut�ia �x2 = y > 0. Obt�inem:Im = Z 10 � y��m=2 � e�y 12p� y�1=2 dy = 12�(m+1)=2 Z 10 y(m�1)=2 � e�y dy =



184 Capitolul 3= 12�(m+1)=2 ��m + 12 �.Pentru m = 0 avem:Z 10 e��x2 dx = 12p� ��12� = p�2p�;iar pentru � = 1 integrala de mai sus este integrala Euler-Poisson (vezi fx1, Problema7g): Z 10 e�x2dx = p�2 :8. S�a se 
al
uleze folosind fun
t�ia B integrala:I = Z 10 xp�1 � (1� x)�p dxx+ �; 0 < p < 1,unde � 2 IR n (�1; 0).Rezolvare. Se fa
e o s
himbare de variabil�a de forma x = at + b
t+ d 
u ad � b
 6= 0(a
east�a transformare se nume�ste transformare omogra�
�a). Vom determina a; b; 
; dastfel �̂n
ât �̂n urma a
estei tranform�ari intervalul pentru noua variabil�a t s�a �e tot (0; 1).Pentru t = 0 obt�inem x = 0 de �̂ndat�a 
e b = 0. De
i x = at
t+ d: Pentru t = 1 )x = a
 + d = 1 pentru d = a� 
: Obt�inem astfel x = at
t + a� 
: Apoi:1� x = 1� at
t+a�
 = (
�a)(t�1)
t+ a� 
 ; iar x+� = at
t+a�
 +� = (a+ 
�)t+(a� 
)�
t + a� 
 .Alegem 
 = �1 �si determin�am pe a astfel �̂n
ât x+ � s�a se simpli�
e. Avem:x = at�t + a + 1 ; 1� x = (�1� a)(t� 1)�t+ a + 1 ; x+ � = (a� �)t+ (a+ 1)��t + a+ 1 .Pentru a = � obt�inem x = �t� + 1� t ; 1� x = �(� + 1)(t� 1)� + 1� t ; x+ � = (�+ 1)�� + 1� t ,iar dx = �(�+ 1)(�+ 1� t)2 dt . Atun
i:I = Z 10 �p�1tp�1(� + 1� t)p�1 � (� + 1)�p � (1� t)�p(�+ 1� t)�p � � + 1� t�(� + 1) � �(�+ 1)(�+ 1� t)2 dt == �p�1(� + 1)p Z 10 tp�1 � (1� t)�p dt = �p�1(� + 1)pB(p; 1� p) = �p�1(�+ 1)p � �sin (p�) == 1� � � �� + 1�p � �sin (p�).9. S�a se 
al
uleze 
u ajutorul integralei lui Euler B urm�atoarea integral�a:I = Z 10 xa�1 � (1� x)b�1(x + p)a+b dx; a; b > 0; p 2 IR n (�1; 0).Rezolvare. Fa
em substitut�ia t = (1 + p) xx+ p ) x = tpp+ 1� t ; 1� x == (p+ 1)(1� t)p+ 1� t , x + p = p(p+ 1)p+ 1� t ; dx = p(p+ 1)(p+ 1� t)2 .Atun
i:



Integralele lui Euler 185I = Z 10 ta�1pa�1(p+ 1� t)a�1 � (p+ 1)b�1 � (1� t)b�1(p+ 1� t)b�1 � (p+ 1� t)a+bpa+b � (p+ 1)a+b � p(p+ 1)(p+ 1� t)2 == 1pb(p+ 1)a Z 10 ta�1(1� t)b�1 dt = 1(1 + p)apbB(a; b).10. S�a se 
al
uleze folosind integralele lui Euler urm�atoarele integrale:a) Z 10 dx1 + x3 ; b) Z 10 px� x2 dx; 
) Z 10 dx3px(1 + x) ; d) Z 10 3px(1 + x2)2 dx;e) Z 10 4px(1 + x)2 dx; f) Z 10 5px(x2 + 1)(x+ 1)2 dx; g) Z 1�1 x2 �s1� x1 + x dx;h) Z �=20 tgpx dx; jpj < 1; i) Z 10 dx(x+ 1) 3qx2(1� x) ; j) Z 10 qx(1� x)x+ 1 dx.Rezolvare. a) Not�am x3 = t) x = t1=3; dx = 13t�2=3 dt. Rezult�a:I = Z 10 13t�2=3 dt1 + t = 13 Z 10 t�2=31 + t dt.În 
ontinuare fa
em s
himbarea de variabil�a t = v1� v ) v = t1 + t ; dt = dv(1� v)2 ;(1 + t) = 11� v . Obt�inem:I = 13 Z 10 v�2=3(1� v)2=3(1� v) dv(1� v)2 = 13 Z 10 v�2=3(1� v)�1=3 dv = 13B �13 ; 23� == 13 � �sin �3 = 2�3p3.b) Avem:I = Z 10 px� x2 dx = Z 10 x1=2(1�x)1=2 dx = B �32 ; 32� = � �32�� �32��(3) = �12� �12��22! == 18(p�)2 = �8 .
) Fa
em substitut�ia x = t1� t ) t = x1 + x; dx = dt(1� t)2 ; 1 + x = 11� t .Rezult�a:I = Z 10 (1� t)1=3t�1=3(1� t) 1(1� t)2 dt = Z 10 t�1=3(1� t)�2=3 dt = B �23 ; 13� == �sin 2�3 = 2�p3.d) Not�am x = pt. Rezult�a:I = Z 10 t1=6(1 + t)2 � 12pt dt = 12 Z 10 t�1=3(1 + t)2 dt.Fa
em �̂n 
ontinuare substitut�ia t = y1� y ) y = t1 + t ; dt = dy(1� y)2 ; 1 + t == 11� y . Atun
i:



186 Capitolul 3I = 12 Z 10 y�1=3(1� y)1=3(1 + y)2 � dy(1� y)2 = 12 Z 10 y�1=3(1� y)1=3 dy = 12B �23 ; 43� == 12 � � �23�� �43��(2) = 12 � � �23� � 13� �13�1! = 16��23���13� = 16 � �sin �3 = �3p3.e) Not�am x = t1� t ; t = x1 + x; 1 + x = 11� t ; dx = dt(1� t)2 . Rezult�a:I = Z 10 t1=4(1� t)�1=4(1� t)2 dt(1� t)2 = Z 10 t1=4(1� t)�1=4 dt = B �54 ; 34� == � �54�� �34��(2) = 14��14���34� = 14 � �sin �4 = �2p2 :f) Avem 1(x2 + 1)(x+ 1)2 = 12x " 1x2 + 1 � 1(x + 1)2# : Atun
i:I = Z 10 5px2x � 1x2 + 1 dx� Z 10 5px2x � 1(x+ 1)2 dx = 12 Z 10 x�4=5 � 1x2 + 1 dx��12 Z 10 x�4=5 � 1(x + 1)2 dx.Pentru I1 = Z 10 x�4=5x2 + 1 dx; not�am x2 = t1� t ) x = s t1� t ; dx = 12q t1�t�� dt(1� t)2 . De
i:I1=Z 10 t�4=10 � (1� t)4=10 � (1� t) � 12q t1�t � dt(1� t)2 = 12 Z 10 t�9=10 � (1� t)�1=10 dt == 12B � 110 ; 910� = 12 � �sin �10 .Pentru I2 = Z 10 x�4=5(x + 1)2 dx; not�am x = t1� t ) x + 1 = 11� t ; dx = 1(1� t)2 dt.De
i:I2 = Z 10 t�4=5 � (1� t)4=5 � (1� t)2 � 1(1� t)2 dt = B �15 ; 95� = � �15�� �95��(2) == ��15� � 45��45� = 45 � �5 sin �5 .Rezult�a 
�a I = 14 � �sin �10 � 25 � �sin �5 .g) I=Z 1�1 x2 �s1� x1 + x dx=Z 1�1 x2 � 1� xp1� x2 dx = Z 1�1 x2p1� x2 dx� Z 1�1 x3p1� x2 dx.Pentru I1 = Z 1�1 x2p1� x2 dx = 2 Z 10 x2p1� x2 dx fa
em substitut�ia x2 = t) x == pt; dx = 12pt dt. De
i:I1 = 2 Z 10 tp1� t � 12pt dt = Z 10 t1=2(1� t)�1=2 dt = B �32 ; 12� = �2 :



Integralele lui Euler 187Pentru I2 = Z 1�1 x3p1� x2 dx = Z 0�1 x3p1� x2 dx| {z }not:�x=t + Z 10 x3p1� x2 dx = � Z 10 t3p1� t2 dt++ Z 10 x3p1� x2 dx = 0:De
i I = �2 :h) Avem:I = Z �=20 tgpx dx tg x=t= Z 10 tp � dt1 + t2 = Z 10 tp1 + t2 dt.Not�am �̂n 
ontinuare t2 = u1� u ) t2 + 1 = 11� u; dt = 12q u1�u � 1(1� u)2 du.De
i:I = Z 10 up=2(1�u)�p=2(1�u) 12pup1� u du(1� u)2 = 12 Z 10 u(p�1)=2(1�u)(�p�1)=2 du == 12 Z 10 u(p+1)=2�1(1� u)(1�p)=2�1 du = 12B �p+ 12 ; 1� p2 � = �2 sin (p+1)�2 = �2 
os p�2 ;p 2 (�1; 1).i) Avem I = Z 10 dx(x+ 1) 3qx2(1� x) = Z 10 x�2=3 � (1� x)�1=3 � dxx+ 1.Apli
�am Problema 8 
u � = 1; p = 13. Rezult�a:I = �12�1=3 � �sin �3 = 13p2 � �p3=2 = 2�3p2 � p3.j) Avem I = Z 10 qx(1� x)x + 1 dx = Z 10 x(1� x)(x+ 1)qx(1� x) dx.Apoi x(1� x)x + 1 = 2� x� 2x + 1. De
i:I = Z 10 2x�1=2(1� x)�1=2 dx� Z 10 x1=2(1� x)�1=2 dx� 2 Z 10 dx(x+ 1)qx(1� x) == 2B �12 ; 12��B �32 ; 12�� 2 Z 10 x�1=2(1� x)�1=2 dxx+ 1 = 2 �sin �2 � 12� �12�� �12��(2) ��2 Z 10 x�1=2(1� x)�1=2 dxx + 1 = 2� � �2 � 2 Z 10 x�1=2(1� x)�1=2 � dxx + 1.Pentru ultima integral�a apli
�am Problema 8 
u p = 12 �si � = 1. Rezult�a:Z 10 x�1=2(1� x)�1=2 dxx+ 1 = �12�1=2 � �sin �2 = �p2.De
i I = 3�2 � 2�p2 = � �32 �p2�.11. S�a se determine valoarea expresiei:



188 Capitolul 3E = ��1n���2n� � � ���n� 2n ���n� 1n �.Rezolvare. Avem:E2 = �� 1n���2n� � � ���n� 1n � � ��n� 1n ���n� 2n � � � ���1n� == �sin �n � �sin 2�n � � � �sin (n�1)�n = �n�1sin �n � sin 2�n � � � sin (n�1)�n .Pentru a 
al
ula produsul Pn = sin �n sin 2�n � � � sin (n� 1)�n = n�1Yk=1 sin k�n s�a 
on-sider�am e
uat�ia binom�a xn � 1 = 0 
u r�ad�a
inile xk = 
os 2k�n + i sin 2k�n ; k = 0; n� 1.De
i avem urm�atoarea egalitate:xn � 1 = (x� 1)�x� 
os 2�n � i sin 2�n � � � � x� 
os 2(n� 1)�n � i sin 2(n� 1)�n !, xn � 1 = (x� 1) n�1Yk=1 x� 
os 2k�n � i sin 2k�n !.Deoare
e xn � 1 = (x� 1)(1 + x+ x2 + � � �+ xn�1) obt�inem relat�ia:1 + x + x2 + � � �+ xn�1 = n�1Yk=1 x� 
os 2k�n � i sin 2k�n ! ; 8 x 2 IR.Pentru x = 1 obt�inem:n = n�1Yk=1 1� 
os 2k�n � i sin 2k�n ! , n = n�1Yk=1 2 sin2 k�n � 2i sin k�n 
os k�n !, n = 2n�1 n�1Yk=1 sin k�n| {z }Pn � n�1Yk=1 sin k�n � i 
os k�n !, n = 2n�1Pn � n�1Yk=1 
os 3�2 + k�n !+ i sin 3�2 + k�n !!, n = 2n�1Pn "
os n�1Xk=1 3�2 + k�n !+ i sin n�1Xk=1 3�2 + k�n !#, n = 2n�1Pn "
os 3(n� 1)�2 + n(n� 1)2 � �n!+ i sin 3(n� 1)�2 + n(n� 1)2 � �n!#, n = 2n�1Pn(
os 2(n� 1)� + i sin 2(n� 1)�) , n = 2n�1Pn , Pn = n2n�1 .Rezult�a 
�a E2 = �n�1 � 2n�1n ; de
i E = (2�)(n�1)=2pn .12. S�a se 
al
uleze 
u ajutorul fun
t�iei � integralele:I1 = Z 10 
os bxxs dx; b > 0; s 2 (0; 1); I2 = Z 10 sin bxxs dx; b > 0; s 2 (0; 2).Rezolvare. Deoare
e �����
os bxxs ����� � 1xs ; 8 x 2 (0; a); a > 0 �si Z a0 dxxs este 
onver-gent�a, rezult�a 
�a Z a0 
os bxxs dx este (absolut) 
onvergent�a. Pentru integrala Z 1a 
os bxxs dx



Integralele lui Euler 189apli
�am 
riteriul lui Diri
hlet: �����Z Aa 
os bx dx����� � M; 8A � a �si 1xs & 0; x ! 1; de
ieste o integral�a 
onvergent�a. Rezult�a astfel 
�a I1 este 
onvergent�a. În mod asem�an�atorse arat�a 
�a �si I2 este 
onvergent�a.Pentru 
al
ulul a
estor integrale, pornim de la integrala:Z 10 ts�1 � e�xt dt xt=u= Z 10 us�1xs�1 e�u � dux = 1xs Z 10 us�1e�u du = 1xs �(s).De
i 1xs = 1�(s) Z 10 ts�1e�xt dt.Înmult�im ambii membri ai relat�iei obt�inut�a mai sus 
u 
os bx �si integr�am pe (0;1).Obt�inem:I1 = Z 10 
os bxxs dx = 1�(s) Z 10 
os bx�Z 10 ts�1 � e�xt dt� dx.S
himbând ordinea integralelor (avem �̂ndeplinite 
ondit�iile din fx2, Teorema 3.2.13g),rezult�a: I1 = 1�(s) Z 10 ts�1� Z 10 
os bx � e�xt dx| {z }I3(t) � dt.Pentru I3(t) avem:I3(t) = �1t 
os bx � e�xt����10 � bt Z 10 sin bx � e�xt dx = 1t + bt2 sin bx � e�xt����10 ��b2t2 Z 10 
os bx � e�xt dx = 1t � b2t2 I3(t).De
i I3(t) = tt2 + b2 ; iar:I1 = 1�(s) Z 10 tst2 + b2 dt t=ub= 1�(s) Z 10 bsusb2(u2 + 1) � b du = bs�1�(s) Z 10 usu2 + 1 du u=tg y== bs�1�(s) Z �=20 tgsytg2y + 1 � (1 + tg2y) dy = bs�1�(s) Z �=20 tgsy dy; s 2 (0; 1).Conform Problemei 10, h), Z �=20 tgsy dy = 12 � �
os s�2 ; de
i:I1 = �bs�12�(s) � 
os s�2 .Pentru I2 pro
ed�am asem�an�ator �si obt�inem:I2 = 1�(s) Z 10 ts�1� Z 10 sin bx � e�xt dx| {z }I4(t) � dt.Apoi:I4(t) = �1t sin bx � e�xt����10 + bt Z 10 
os bx � e�xt dx = � bt2 
os bx � e�xt����10 ��b2t2 Z 10 sin bx � e�xt dx = bt2 � b2t2 I4(t).



190 Capitolul 3Rezult�a I4(t) = bt2 + b2 ; iar:I2 = 1�(s) Z 10 bts�1t2 + b2 dt t=bu= b�(s) Z 10 bs�1 � us�1b2(u2 + 1) � b du = bs�1�(s) Z 10 us�1u2 + 1 du =u=tg y= bs�1�(s) Z �=20 tgs�1y1 + tg2y (1 + tg2y) dy = bs�1�(s) Z �=20 tgs�1y dy; s� 1 2 (�1; 1).Conform Problemei 10, h), Z �=20 tgs�1y dy = 12 � �
os (s�1)�2 = �2 sin s�2 ; de
i:I2 = �bs�12�(s) � sin s�2 .13. S�a se exprime 
u ajutorul integralelor euleriene urm�atoarele integrale:a) Z 10 xm�11 + xn dx; 0 < m < n; b) Z ba (x� a)m(b� x)n(x + 
)m+n+2 dx;
) Z 10 xme�xn dx; n 6= 0.Rezolvare. a) Not�am xn = t. Rezult�a:I = Z 10 t(m�1)=n1 + t � 1nt1=n�1 dt = 1n Z 10 tm=n�11 + t dt.Not�am t= y1� y ) y= t1 + t ; 1 + t = 11� y ; t = 0) y = 0; t!1) y ! 1. De
i:I = 1n Z 10 ym=n�1(1� y)�m=n+1(1� y) dy(1� y)2 = 1n Z 10 ym=n�1(1� y)�m=n dy == 1nB �mn ; 1� mn � = 1n � �sin m�n ; �0 < mn < 1�.b) Not�am t = x� ab� x ) x = a + tb1 + t ; x� a = t(b� a)1 + t ; b� x = b� a1 + t ; x + 
 == t(b + 
) + a + 
1 + t , dx = b� a(1 + t)2 dt. Rezult�a:I = Z 10 tm(b� a)m(1 + t)m � (b� a)n(1 + t)n � (1 + t)m+n+2[t(b + 
) + a+ 
℄m+n+2 � b� a(1 + t)2 dt == (b� a)m+n+1 Z 10 tm � dt[t(b + 
) + a+ 
℄m+n+2 .Fa
em s
himbarea �̂n 
ontinuare t = y1� y ) y = t1 + t . Obt�inem:I = (b� a)m+n+1 Z 10 ym(1� y)�m � 1h y1�y (b+ 
) + a + 
im+n+2 � dy(1� y)2 == (b� a)m+n+1 Z 10 ym(1� y)n[y(b� a) + a+ 
℄m+n+2 dy = 1b� a Z 10 ym(1� y)n�y + a+
b�a�m+n+2 dy.Ca �̂n Problema 8 fa
em a
um s
himbarea de variabil�a y = a+
b�aua+
b�a + 1� u = (a + 
)ub + 
� (b� a)u .Atun
i 1� y = (b + 
)(1� u)b + 
� (b� a)u , iar y + a + 
b� a = (a+ 
)ub + 
� (b� a)u + a + 
b� a = a+ 
b� a�
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b + 
� (b� a)u; iar dy = (b + 
)(a+ 
)[b + 
� (b� a)u℄2 du.De
i I = 1b� a Z 10 (a+ 
)mum[b + 
� (b� a)u℄m � (b + 
)n(1� u)n[b+ 
� (b� a)u℄n � (b� a)m+n+2(a+ 
)m+n+2�� [b + 
� (b� a)u℄m+n+2(b+ 
)m+n+2 � (b + 
)(a+ 
) du[b + 
� (b� a)u℄2 = (b� a)m+n+1(a+ 
)n+1(b + 
)m+1 Z 10 um(1� u)n du == (b� a)m+n+1(a+ 
)n+1(b + 
)m+1 �B(m + 1; n+ 1); n; m > �1.
) Not�am xn = t) x = t1=n; dx = 1nt1=n�1 dt. De
i:I = Z 10 tm=n � 1n � t1=n�1 � e�t dt = 1n Z 10 t(m+1)=n�1 � e�t dt = 1n��m+ 1n � ; m+ 1n >> 0; n 6= 0.PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE14. S�a se demonstreze urm�atoarele propriet�at�i ale integralei B:a) B(p; q) = B(q; p); b) B(p; q) = p� 1p+ q � 1B(p� 1; q); p > 1; q > 0;
) B(p; q) = q � 1p+ q � 1B(p; q � 1); q > 1; p > 0;d) B(p; q) = (p� 1)(q � 1)(p+ q � 1)(p+ q � 2)B(p� 1; q � 1); p > 1; q > 1;e) B(p; n) = B(n; p) = (n� 1)!p(p+ 1) � � � (p+ n� 1) ; n 2 IN�;f) B(m;n) = (m� 1)!(n� 1)!(m+ n� 1)! ; m; n 2 IN�.15. S�a se demonstreze 
�a:a) �(p) este o fun
t�ie in�nit derivabil�a pe (0;1) �si:�(n)(p) = Z 10 xp�1 � (lnx)n � e�x dx; 8n 2 IN .b) limp!0+ �(p) =1; limp!1�(p) =1.16. S�a se exprime 
u ajutorul fun
t�iei B urm�atoarea integral�a:I = Z 10 xa�1 � (1� x)b�1[�x + �(1� x) + 
℄a+b dx; �; � � 0; 
; a; b > 0.17. S�a se 
al
uleze 
u ajutorul integralei lui Euler B urm�atoarea integral�a:I = Z 1�1 (1 + x)2p�1 � (1� x)2q�1(1 + x2)p+q dx; p; q > 0.18. S�a se 
al
uleze folosind integralele lui Euler urm�atoarele integrale:a) Z 10 x2p1� x2 dx; b) Z 10 dx3px(1 + x2) ; 
) Z 10 xqx3(1� x) dx; d) Z 10 x21 + x4 dx;



192 Capitolul 3e) Z �=20 sin6 x 
os4 x dx; f) Z 10 3qx2(1� x)(1 + x)3 dx; g) Z 10 dx(x+ 3) 4qx3(1� x) .19. S�a se 
al
uleze integrala I(p; q) = Z ba (x � a)p(b � x)q dx; p; q > �1 �si apoi s�ase apli
e rezultatul la integralele:I1 = Z ba q(x� a)(b� x) dx; I2 = Z ba dxq(x� a)(b� x) ; I3 = Z ba sx� ab� x dx;I4 = Z ba 3s b� xx� a dx.20. S�a se 
al
uleze:I1 = Z 10 e�axxp�1 
os bx dx; I2 = Z 10 e�axxp�1 sin bx dx; a > 0; p > 0; b 2 IR.21. S�a se exprime 
u ajutorul integralelor euleriene urm�atoarele integrale:a) Z 10 dxnp1� xm ; m > 0; b) Z �0 dxp3� 
os x ; 
) Z 10 �ln 1x�p dx; p > �1;d) Z 10 xp�1 lnx1 + x dx; 0 < p < 1:



Capitolul 4INTEGRALE CURBILINII
x1. INTEGRALE CURBILINII DE PRIMUL TIP

Curb�a. Suprafat��aFie � o 
urb�a �̂n spat�iu de e
uat�ii parametri
e:(�) : x = '(t); y =  (t); z = �(t); t 2 [a; b℄,
u ';  ; � fun
t�ii 
ontinue pe [a; b℄.Curba � se nume�ste �̂n
his�a da
�a '(a) = '(b);  (a) =  (b); �(a) = �(b). Curba �se nume�ste simpl�a da
�a nu are pun
te multiple, adi
�a 6 9 t0; t00 2 [a; b℄ 
u a � t0 < t00 � b,�̂n 
are 
el put�in una din inegalit�at�ile extreme este stri
t�a, astfel �̂n
ât '(t0) = '(t00); (t0) =  (t00), �(t0) = �(t00).Numim lungime a 
urbei � marginea superioar�a a mult�imii tuturor lungimilor liniilorpoligonale �̂ns
rise �̂n �.Fie � o diviziune a intervalului [a; b℄, � 2 D[a;b℄, � : a = t0 < t1 < � � � < tn = b,Mi('(ti);  (ti); �(ti)); i = 0; n, iar �� linia poligonal�a obt�inut�a prin unirea pun
telorMi. Atun
i: L(�) = sup�2DL(��);unde L(��) = n�1Xi=0 k~f(ti+1) � ~f(ti)k, 
u ~f = (';  ; �); k � k �ind norma eu
lidian�a �̂nspat�iul IR3.Curba � se nume�ste re
ti�
abil�a (̂�n sens Jordan) da
�a L(�) <1.Curba � se nume�ste neted�a da
�a fun
t�iile ';  ; � au derivate part�iale de ordinul�̂ntâi 
ontinue pe [a; b℄, adi
�a ';  ; � 2 C1([a; b℄). Curba � se nume�ste neted�a pe port�iunida
�a 9� : a = t0 < t1 < � � � < tn = b a.̂�. �j[ti;ti+1℄ este neted�a, 8 i = 0; n� 1.



194 Capitolul 4Teorema 4.1.1. Da
�a � este o 
urb�a neted�a atun
i:L(�) = Z ba q('0(t))2 + ( 0(t))2 + (�0(t))2 dt = Z ba k~f 0(t)k dt.Da
�a � este o 
urb�a neted�a plan�a de e
uat�ii x = '(t); y =  (t) (�(t) = 0); t 22 [a; b℄ atun
i L(�) = Z ba q('0(t))2 + ( 0(t))2 dt: Da
�a 
urba � este dat�a prin e
uat�iaexpli
it�a y = f(x); x 2 [a; b℄ atun
i L(�) = Z ba q1 + (f 0(x))2 dx; iar da
�a � este dat�aprin e
uat�ia polar�a r = r('); ' 2 ['1; '2℄ atun
i L(�) = Z '2'1 qr2(') + (r0('))2 d'.Fie � o 
urb�a re
ti�
abil�a �̂n sens Jordan, iar s(t) = L(�t), unde �t = �j[a;t℄; t 2 [a; b℄.Fun
t�ia s(t) se nume�ste lungime de ar
. Da
�a � este neted�a atun
i �si �t este neted�a �si:L(�t) = s(t) = Z ta q('0(�))2 + ( 0(�))2 + (�0(�))2 d� ,iar ds = q('0(t))2 + ( 0(t))2 + (�0(t))2 dt se nume�ste element de ar
.Pentru o 
urb�a � plan�a dat�a prin e
uat�ia y = f(x); x 2 [a; b℄, ds = q1 + (f 0(x))2 dx,iar da
�a � este dat�a prin e
uat�ia r=r('); ' 2 ['1; '2℄ atun
i ds=q(r('))2+(r0('))2 d'.A orienta o 
urb�a � �̂nseamn�a a alege un sens de par
urgere pe ea. O asemenea
urb�a se nume�ste orientat�a. Unul dintre sensuri �̂l vom numi pozitiv, iar 
el�alalt negativ.În general orient�am 
urba �̂n sensul 
re�sterii parametrului t.O 
urb�a � poate � de�nit�a �si 
a mult�imea pun
telor din spat�iu (IR3) ale 
�aror 
oor-donate satisfa
 relat�iile F (x; y; z) = 0; G(x; y; z) = 0; unde F; G : D � IR3 ! IR suntfun
t�ii 
ontinue, 
are veri�
�a 
ondit�iile din teorema de existent��a pentru sistemele de fun
t�iide�nite impli
it. De
i � poate � dat�a 
a interse
t�ia a dou�a suprafet�e (�1) : F (x; y; z) = 0�si (�2) : G(x; y; z) = 0. E
uat�iile F (x; y; z) = 0; G(x; y; z) = 0 se numes
 e
uat�iile
arteziene impli
ite ale 
urbei �. Da
�a F �si G sunt de 
las�a C1(D) atun
i � este o
urb�a neted�a. Da
�a e
uat�iile de mai sus se pot s
rie y = y(x); z = z(x) obt�ineme
uat�iile 
arteziene expli
ite ale 
urbei �. Pentru z = 0 obt�inem o 
urb�a plan�a de e
uat�ieF (x; y) = 0 (e
uat�ia 
artezian�a impli
it�a) sau y = y(x) (e
uat�ia 
artezian�a expli
it�a).Fie suprafat�a e� de e
uat�ii parametri
e:(e�) : x = e'1(t; s); y = e'2(t; s); z = e'3(t; s); (t; s) 2 E = [0; 1℄� [0; 1℄,
u e'1; e'2; e'3 fun
t�ii 
ontinue pe E.Suprafat�a e� se nume�ste �̂n
his�a da
�a ~F (0; s) = ~F (1; s); 8 s 2 [0; 1℄ �si ~F (t; 0) == ~F (t; 1); 8 t 2 [0; 1℄, unde ~F (t; s) = ( e'1(t; s); e'2(t; s); e'3(t; s)).Suprafat�a e� se nume�ste simpl�a da
�a nu are pun
te multiple, adi
�a 6 9 (t0; s0); (t00; s00) 22 E, (t0; s0) 6= (t00; s00) astfel �̂n
ât:a) ~F (t0; s0) = ~F (t00; s00);
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�a ~F (0; s0) = ~F (t00; s00) atun
i t00 6= 1 sau s0 6= s00;
) Da
�a ~F (1; s0) = ~F (t00; s00) atun
i t00 6= 0 sau s0 6= s00;d) Da
�a ~F (t0; 0) = ~F (t00; s00) atun
i t0 6= t00 sau s00 6= 1;e) Da
�a ~F (t0; 1) = ~F (t00; s00) atun
i t0 6= t00 sau s00 6= 0.Fie suprafat�a � de e
uat�ii parametri
e:(�) : x = '1(u; v); y = '2(u; v); z = '3(u; v); (u; v) 2 �,unde � � IR2 este un domeniu 
ompa
t, adi
�a o mult�ime 
ompa
t�a 
u Æ� domeniu (des
his�si 
onex), 
u '1; '2; '3 fun
t�ii 
ontinue pe �.Suprafat�a � se nume�ste simpl�a (̂�n
his�a) da
�a exist�a o apli
at�ie ~� : E ! �, ~�(t; s) == (�1(t; s); �2(t; s)) bije
tiv�a �si bi
ontinu�a (~� �si inversa sa sunt 
ontinue) astfel �̂n
âtsuprafat�a e� de e
uat�ii:(e�) : x = e'1(t; s); y = e'2(t; s); z = e'3(t; s); (t; s) 2 E,unde e'1(t; s) = '1(�1(t; s); �2(t; s)), e'2(t; s) = '2(�1(t; s); �2(t; s)), e'3(t; s) == '3(�1(t; s); �2(t; s)), este simpl�a (respe
tiv �̂n
his�a) �̂n sensul de�nit�iei de mai sus.Suprafat�a � se nume�ste neted�a da
�a '1; '2; '3 au derivate part�iale de ordinul �̂ntâi
ontinue pe �, adi
�a '1; '2; '3 2 C1(�). Suprafat�a neted�a � se nume�ste regulat�a da
�aA2 +B2 +C2 > 0; 8 (u; v) 2 �, unde A = D('2; '3)D(u; v) ; B = D('3; '1)D(u; v) ; C = D('1; '2)D(u; v) .Pun
tele suprafet�ei 
are satisfa
 inegalitatea de mai sus se numes
 pun
te ordinare. De
io suprafat��a regulat�a este format�a din pun
te ordinare. Suprafat�a � se nume�ste neted�a(regulat�a) pe port�iuni da
�a 9 o diviziune (�i)i=1;n a domeniului � a.̂�. �j ��i este neted�a(respe
tiv regulat�a), 8 i = 1; n.Da
�a suprafat�a � este dat�a prin e
uat�ia 
artezian�a impli
it�a F (x; y; z) = 0, undeF : D � IR3 ! IR este 
ontinu�a pe D, atun
i � este neted�a da
�a F 2 C1(D). Da
�a�̂n plus rF (x; y; z) 6= ~0; 8 (x; y; z) 2 D suprafat�a neted�a � este regulat�a. Da
�a e
uat�iade mai sus se poate s
rie sub forma z = z(x; y) obt�inem e
uat�ia 
artezian�a expli
it�a asuprafet�ei �.Ve
torul normal ~N la suprafat�a neted�a �si regulat�a � �̂ntr-un pun
t al ei este:� ~N = A~i + B~j + C~k = ~ru � ~rv 
u versorul ~n = ~N�k ~Nk ; unde ~r = '1~i + '2~j + '3~k,�̂n 
azul �̂n 
are � este dat�a prin e
uat�iile parametri
e x = '1(u; v); y = '2(u; v); z == '3(u; v);� ~N = rF = �F�x~i + �F�y ~j + �F�z ~k 
u versorul ~n, �̂n 
azul �̂n 
are � este dat�a prine
uat�ia 
artezian�a impli
it�a F (x; y; z) = 0;
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u versorul ~n, �̂n 
azul �̂n 
are � este dat�a prin e
uat�ia 
artezian�aexpli
it�a z = z(x; y), unde p = �z�x , q = �z�y .O suprafat��a neted�a �si regulat�a � se nume�ste 
u dou�a fet�e da
�a pentru ori
e pun
t Minterior lui �, ~n(M) depinde 
ontinuu de M . Da
�a exist�a 
el put�in un pun
t A0 interiorlui � a.̂�. ~n(A0) nu depinde 
ontinuu de A0 atun
i suprafat�a se nume�ste 
u o singur�a fat��a.O suprafat��a 
u dou�a fet�e se nume�ste orientabil�a, iar pro
esul de alegere a unei fet�e pe
are o numim pozitiv�a (
ealalt�a se nume�ste negativ�a) se nume�ste orientarea suprafet�ei. Se
onsider�a fat�a pozitiv�a a suprafet�ei 
ea pentru 
are 
os 
 > 0, unde ~n = 
os�~i+ 
os �~j++ 
os 
~k.Pentru e
uat�iile 
arteziene �si/sau parametri
e ale prin
ipalelor 
urbe �si suprafet�e 
arevor ap�area pe par
ursul 
ulegerii vezi Anexa.Integrale 
urbilinii de primul tip (sau de prima spe
ie)Fie � = _AB o 
urb�a re
ti�
abil�a, dat�a prin e
uat�iile:(�) : x = '(t); y =  (t); z = �(t); t 2 [a; b℄,iar F : D � IR3 ! IR o fun
t�ie de�nit�a pe un domeniu D 
are 
ont�ine 
urba _AB.Fun
t�ia F este integrabil�a pe � da
�a 9 �si este �nit�a limita sumelor integrale:�� = n�1Xi=0 F (Pi)�i = n�1Xi=0 F ('(�i);  (�i); �(�i)) � �i,
ând norma � a diviziunii �: A0 = A; A1; : : : ; An = B a 
urbei � tinde la 0 �si a
east�alimit�a este independent�a de diviziunea � �si de alegerea pun
telor intermediare Pi 2 _AiAi+1;Pi('(�i);  (�i); �(�i)), i = 0; n� 1, unde � = maxi=0;n�1�i �si �i = L( _AiAi+1), i = 0; n� 1.Da
�a F este integrabil�a pe � atun
i I = lim�!0 �� se nume�ste integrala 
urbilinie �̂nraport 
u lungimea ar
ului sau integrala 
urbilinie de primul tip (sau de prima spe
ie) afun
t�iei F pe � �si se noteaz�a Z� F (x; y; z) ds.Propriet�at�i. a) Da
�a F; G : D � IR3 ! IR sunt integrabile pe � (� 
urb�a re
ti�
abil�a,
ont�inut�a �̂n D), de
i 9 Z� F (x; y; z) ds �si 9 Z�G(x; y; z) ds, iar �; � 2 IR atun
i �si �F+�Geste integrabil�a pe � �si:Z�(�F (x; y; z) + �G(x; y; z)) ds = � Z� F (x; y; z) ds+ � Z�G(x; y; z) ds.b) Fie � = �1 [ �2; �1; �2 
urbe re
ti�
abile, iar F : D � IR3 ! IR este integrabil�ape � (� 
ont�inut�a �̂n D). Atun
i F este integrabil�a pe �1 �si pe �2 �si �̂n plus:Z� F (x; y; z) ds = Z�1 F (x; y; z) ds+ Z�2 F (x; y; z) ds.Teorema 4.1.2. Da
�a � este o 
urb�a re
ti�
abil�a, iar F : D � IR3 ! IR este ofun
t�ie 
ontinu�a pe domeniul D 
are 
ont�ine pe � atun
i 9 Z� F (x; y; z) ds.
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urbilinii de primul tip 197Teorema 4.1.3. Da
�a � este o 
urb�a neted�a de e
uat�ii x = '(t); y =  (t); z = �(t);t 2 [a; b℄, iar F : D � IR3 ! IR este o fun
t�ie 
ontinu�a pe domeniul D 
are 
ont�ine pe �,atun
i F este integrabil�a pe � �si:Z� F (x; y; z) ds = Z ba F ('(t);  (t); �(t)) �q('0(t))2 + ( 0(t))2 + (�0(t))2 dt:Teorema de mai sus este adev�arat�a �si pentru � neted�a pe port�iuni.Da
�a parametrul t pe 
urba � = _AB este parametrul natural s, adi
�a _AB are e
uat�iileparametri
e x = x(s); y = y(s); z = z(s); s 2 [0; S℄, iar A(s = 0), B(s = S) atun
i:Z _AB F (x; y; z) ds = Z S0 F (x(s); y(s); z(s)) ds.Valoarea integralei nu depinde de orientarea 
urbei � = _AB.Apli
at�iile integralei 
urbilinii de primul tip �̂n me
ani
�a1. Da
�a % = %(x; y; z) este densitatea liniar�a �̂n pun
tul (x; y; z) al 
urbei �, masa
urbei � este M = Z� %(x; y; z) ds.2. Coordonatele 
entrului de greutate G(x0; y0; z0) ale a
estei 
urbe � se exprim�a prinformulele:x0 = 1M Z� x � %(x; y; z) ds; y0 = 1M Z� y � %(x; y; z) ds; z0 = 1M Z� z � %(x; y; z) ds.3. Momentele de inert�ie ale 
urbei � �̂n raport 
u un plan �, o dreapt�a d sau un pun
tP este integrala I = Z� r2 dm; unde dm = %(x; y; z) ds, iar r este distant�a pun
tului
urent (x; y; z) al 
urbei la planul �, dreapta d, respe
tiv pun
tul P .Momentele de inert�ie planare �̂n raport 
u planele de 
oordonate sunt:Ixy = Z� z2 dm = Z ba �2(t) � %('(t);  (t); �(t)) �q('0(t))2 + ( 0(t))2 + (�0(t))2 dt,Iyz = Z� x2 dm; Ixz = Z� y2 dm.Momentele de inert�ie �̂n raport 
u axele de 
oordonate, numite momente de inert�ieaxiale sunt:Ix = Z�(y2 + z2) dm = Ixz + Ixy; Iy = Z�(x2 + z2) dm = Iyz + Ixy,Iz = Z�(x2 + y2) dm = Iyz + Ixz.Momentul de inert�ie �̂n raport 
u originea sistemului de axe, numit moment de inert�ie
entral este:I0 = Z�(x2 + y2 + z2) dm = Ixy + Iyz + Ixz.PROBLEME REZOLVATE1. S�a se 
al
uleze lungimile urm�atoarele ar
e de 
urb�a � plane:



198 Capitolul 4a) x = a(t� sin t); y = a(1� 
os t); t 2 [0; 2�℄; a > 0, (
i
loida);b) x = (a+ b) 
os t� b 
os a + bb t; y = (a+ b) sin t� b sin a+ bb t; t 2 "�ba ; t0# ; t0 22 "�ba ; 2�ba # ; a; b > 0, (ar
ul epi
i
loidei);
) y = lnx� x28 ; 
are se proie
teaz�a pe axa Ox �̂n intervalul [2; 5℄.d) ay2 = x3 de la x = a la x = b, (0 < a < b), (ar
ul parabolei semi
ubi
e);e) �xa�2=3 + �yb�2=3 = 1; a; b > 0;f) (x2 + y2)2 = a2(x2 � y2); a > 0, (lemnis
ata);g) r = ea'; a > 0, de la O(r = 0) la pun
tul M(r0; '0), (ar
ul spiralei logaritmi
�a).Rezolvare. Curbele date sunt netede pe port�iuni.a) Avem: x0(t) = a(1� 
os t); y0(t) = a sin t. Apoi:ds2 = a2(1� 2 
os t+ 
os2 t+ sin2 t) dt2 = 2a2(1� 
os t) dt2 = 4a2 sin2 t2 dt2.Atun
i L(�) = Z 2�0 2a sin t2 dt = �4a 
os t2 ����2�0 = 8a:b) Avem:x0(t) = �(a + b) sin t+ b � a+ bb sin a+ bb t = �(a + b) sin t+ (a + b) sin a+ bb t,y0(t) = (a+ b) 
os t� b � a + bb 
os a+ bb t = (a + b) 
os t� (a+ b) 
os a + bb t.Rezult�a:ds2 = (a+ b)2 "sin2 t+ sin2 a + bb t� 2 sin t � sin a + bb t+ 
os2 t + 
os2 a+ bb t��2 
os t 
os a+ bb t# dt2 = (a+ b)2  2� 2 
os a + bb t� t!! dt2 = (a+ b)2 � 2 (1�� 
os ab t� dt2 = 4(a+ b)2 sin2 at2b dt2.De
i L(�) = Z t0�b=a 2(a+ b) sin at2b dt = �2(a + b) � 2ba 
os at2b ����t0�b=a = �4ba (a+ b)���
os at02b � 
os �2� = �4ba (a+ b) 
os at02b = 4ba (a+ b) � ����
os at02b ����.Pentru a = b obt�inem 
ardioida x = a(2 
os t � 
os 2t); y = a(2 sin t � sin 2t), 
ulungimea 8a ����
os t02 ����.
) Pentru o 
urb�a plan�a dat�a �̂n mod expli
it y = f(x); f 2 C1; ds2 = (1++(f 0(x))2) dx2, iar L(�) = Z x2x1 ds. Avem:ds2 = "1 + �1x � x4�2# dx2 =  1 + 1x2 � 12 + x216! dx2 =  12 + 1x2 + x216! dx2 == �x4 + 1x�2 dx2,



Integrale 
urbilinii de primul tip 199iar L(�) = Z 52 �x4 + 1x� dx =  x28 + lnx! ����52 = 218 + ln 52.d) E
uat�iile parametri
e ale 
urbei � sunt: x = 3pat2; y = t; t 2 24a;sb3a 35.Avem: x0(t) = 13(2at)(at2)�2=3 = 2at3 � 13pa2t4 = 23 � 3rat ; iar y0(t) = 1. De
i ds2 == 0�49 � 3sa2t2 + 11A dt2; iar L(�) = Z bp baa vuut49 � 3sa2t2 + 1 dt: Pentru a 
al
ula a
east�aintegral�a fa
em s
himbarea de variabil�a 3sa2t2 = u2 ) t = au3 , iar dt = �3au4 du. Obt�inemu = 3rat ; t = a) u = 1; t = bs ba ) u = rab . De
i:L(�) = Z pab1 s49u2 + 1 � �3au4 du = 3a Z 1pab 1u4 �s49u2 + 1 du.Not�am 23u = v ) u = 32v; du = 32dv. Rezult�a:L(�) = 3a Z 2323pab 1681v4pv2 + 1 � 32 dv = 8a9 Z 2323pab pv2 + 1v4 dv.În 
ontinuare fa
em s
himbarea de variabil�a 1v = x) v = 1x; dv = � 1x2 dx. De
i:L(�) = 8a9 Z 32p ba32 p1 + x2x � 1x4 � 1x2 dx = 8a9 Z 32p ba32 x � px2 + 1 dx.Cal
ul�am mai �̂ntâi integrala nede�nit�a:I = Z xpx2 + 1 dx = Z x(x2 + 1)px2 + 1 dx = Z x3px2 + 1 dx+ Z xpx2 + 1 dx == Z x2 � (px2 + 1)0 dx+px2 + 1 = x2px2 + 1� Z 2x � px2 + 1 dx+px2 + 1 = (x2++1)px2 + 1� 2I:De
i I = 13(x2 + 1)3=2 + C; iar:L(�) = 8a9 � 13(x2 + 1)3=2����32p ba32 = 8a27 24 94 � ba + 1!3=2 � �94 + 1�3=235 == 8a27 "(9b+ 4a)3=2 � (13a)3=28a3=2 # = 127pa h(9b + 4a)3=2 � (13a)3=2i.e) E
uat�iile parametri
e ale 
urbei � sunt x = a 
os3 t; y = b sin3 t; t 2 [0; 2�℄.Avem:ds2 = [(�3a 
os2 t �sin t)2+(3b sin2 t �
os t)2℄ dt2 = 9 sin2 t 
os2 t(a2 
os2 t+b2 sin2 t) dt2.Rezult�a astfel:L(�) = Z 2�0 3j sin t 
os tj�qa2 
os2 t+ b2 sin2 t dt = 12 Z �=20 sin t 
os t�qa2 
os2 t+ b2 sin2 t dt.



200 Capitolul 4Pentru 
al
ulul ultimei integrale fa
em s
himbarea de variabil�a tg t = u. Obt�inem:L(�) = 12 Z 10 u1 + u2 �sa2 � 11 + u2 + b2 � u21 + u2 � du1 + u2 = 12 Z 10 upa2 + b2u2(1 + u2)5=2 du.Not�am u2 = v. De
i L(�) = 6 Z 10 pa2 + b2v(1 + v)5=2 dv.În 
ontinuare fa
em s
himbarea de variabil�a sa2 + b2v1 + v = x ) v = x2 � a2b2 � x2 ; iardv = 2x(b2 � a2)(b2 � x2)2 dx. Pentru v = 0 ) x = a, iar pentru v ! 1 ) x ! b. Rezult�aatun
i:L(�) = 6 Z ba x�1 + x2�a2b2�x2 �2 � 2x(b2 � a2)(b2 � x2)2 dx = 12 Z ba x2b2 � a2 dx = 4b2 � a2 (b3 � a3) == 4(a2 + ab + b2)a+ b .Pentru a = b dedu
em 
�a lungimea astroidei x2=3 + y2=3 = a2=3 este L(�) = 6a.f) Pentru a g�asi o parametrizare a lemnis
atei (vezi Figura 4.1.1) not�am y = x tg'.
O

x

y

Figura  4.1.1

a-a

Introdu
ând a
east�a relat�ie �̂n e
uat�ia 
urbei obt�inem x = a 
os' � p
os 2'; 
u
os 2' � 0, ' 2 h0; �4 i [ h 3�4 ; 5�4 i [ h 7�4 ; 2�i, iar y = a sin' � p
os 2'.Deoare
e lemnis
ata este simetri
�a fat��a de axele Ox �si Oy putem s
rie atun
i 
�a:L(�) = 4 Z �=40 q(x0('))2 + (y0('))2 d'.Avem:x0(') = �a sin' � p
os 2'+ a 
os' � �2 sin 2'2p
os 2' = �a sin 3'p
os 2' �siy0(') = a 
os' � p
os 2'+ a sin' � �2 sin 2'2p
os 2' = a 
os 3'p
os 2' .Rezult�a astfel:L(�) = 4 Z �=40 qa2 sin2 3'+ a2 
os2 3'p
os 2' d' = 4a Z �=40 d'p
os 2' tg '=u== 4a Z 10 p1 + u2p1� u2 � du1 + u2 = 4a Z 10 dup1� u4 u2=t= 4a Z 10 dt2pt � p1� t2 == 2a Z 10 t�1=2 � (1� t2)�1=2 dt t2=v= 2a Z 10 v�1=4 � (1� v)�1=2 � dv2v1=2 =



Integrale 
urbilinii de primul tip 201= a Z 10 v�3=4 � (1� v)�1=2 dv = aB �14 ; 12�.g) Pentru o 
urb�a plan�a dat�a �̂n 
oordonate polare r=r('); r 2 C1; ds=pr2+r02 d'�si L(�) = Z '2'1 ds. Avem ai
i r0 = aea'; ds = pe2a' + a2e2a' d' = ea' � p1 + a2 d'.De
i L(�) = Z '0�1 ea'p1 + a2 d' = p1 + a2a ea'����'0�1 = p1 + a2a ea'0 = p1 + a2a r0,(O(' = �1)).2. S�a se a
e lungimea elipsei de axe 2a �si 2b dezvoltând �̂n serie dup�a puterile
res
�atoare ale ex
entri
it�at�ii e = 
a .Rezolvare. E
uat�ia elipsei de semiaxe a �si b este x2a2 + y2b2 � 1 = 0, iar e
uat�iileparametri
e ale ei sunt x = a 
os t; y = b sin t; t 2 [0; 2�℄: De
i x0(t) = �a sin t; y0(t) == b 
os t. Rezult�a atun
i 
�a:L(�) = Z 2�0 qa2 sin2 t+ b2 
os2 t dt = Z 2�0 qa2 sin2 t + (a2 � 
2) 
os2 t dt == Z 2�0 pa2 � 
2 
os2 t dt = a Z 2�0 p1� e2 
os2 t dt = 4a Z �=20 p1� e2 
os2 t dt == 4a Z �=20 q1� e2 sin2 t dt.Folosim dezvoltarea �̂n serie de puteri a fun
t�iei p1� x2 (vezi fCapitolul 2, x3, Pro-blema 15g):p1� x2 = 1� 12 � 1!x2� 122 � 2!x4� 1 � 323 � 3!x6�� � �� 1 � 3 � 5 � � � (2n� 3)2n � n! x2n�� � � ; jxj � 1.Avem:p1�e2 sin2 t = 1� 12 � 1!e2 sin2 t� 122 � 2!e4 sin4 t� 1 � 323 � 3!e6 sin6 t�� � ��1 � 3 � 5 � � � (2n�3)2n � n! ��e2n sin2n t� � � �.Rezult�a astfel:L(�) = 4aZ �=20 q1�e2 sin2 t dt = 4a "�2 � e22 � 1! Z �=20 sin2 t dt� e422 � 2! Z �=20 sin4 t dt�� 1 � 323 � 3!e6 Z �=20 sin6 t dt� � � �# = 4a "�2 � e22 � 1! Z �=20 1� 
os 2t2 dt�� e422 � 2! Z �=20 (1� 
os 2t)24 dt� 1 � 323 � 3!e6 Z �=20 (1� 
os 2t)38 dt� � � �# == 4a "�2 � e22 � 1! � 12 � �2 � e422 � 2! �14 � �2 + 18 � �2�� 1 � 323 � 3!e6 �18 � �2 + 316 � �2�� � � �# == 4a � �2 "1� 122 � 1!e2 � 3e422 � 2! � 23 � 3e6 � 523 � 3! � 16 � � � �# = 2a�  1� e222 � 12 � 322 � 42 e4�� 12 � 32 � 522 � 42 � 62 e6 � � � �! :3. S�a se 
al
uleze lungimile ar
elor 
urbelor strâmbe �:



202 Capitolul 4a) x = a 
os t; y = a sin t; z = hebt; t 2 [0; 2�℄, a > 0; b 2 IR�; h 2 IR.b) x = ae�t 
os t; y = ae�t sin t; z = be�t; �̂ntre t = 0 �si t =1, a; b 2 IR.
) x = 3t; y = 3t2; z = 2t3; de la O(0; 0; 0) la A(3; 3; 2).d) x2 + y2 = 
z; yx = tg z
 ; de la O(0; 0; 0) la A(x0; y0; z0); 
; z0 > 0.e) y = a ar
sin xa ; z = a4 ln a� xa+ x; de la O(0; 0; 0) la A(x0; y0; z0); a; x0 > 0.Rezolvare. Curbele sunt netede (x; y; z 2 C1), de
i:ds = q(x0(t))2 + (y0(t))2 + (z0(t))2 dt.a) Avem x0(t) = �a sin t; y0(t) = a 
os t; z0(t) = hbebt. De
i:ds2 = (a2 sin2 t+ a2 
os2 t + h2b2e2bt) dt2 = (a2 + h2b2e2bt) dt2; iar:L(�) = Z 2�0 qa2 + h2b2e2bt dt ebt=u= Z e2�b1 pa2 + h2b2u2 � dubu = 1b Z e2�b1 pa2 + h2b2u2u du.Cal
ul�am integrala nede�nit�a:Z pa2 + h2b2u2u du = Z a2 + h2b2u2upa2 + h2b2u2 du = Z a2upa2 + h2b2u2 du| {z }1u=v ++h2b2 Z upa2 + h2b2u2 du = Z a21v �qa2 + h2b2 1v2 �  �dvv2 !+pa2 + h2b2u2 == � Z a2pv2a2 + h2b2 dv +pa2 + h2b2u2 va=x= � Z apx2 + h2b2 dx+pa2 + h2b2u2 == �a ln (x+px2 + h2b2) +pa2 + h2b2u2 + C x=av= �a ln (av +pa2v2 + h2b2)++pa2 + h2b2u2 + C v= 1u= �a ln0�au +sa2u2 + h2b21A+pa2 + h2b2u2 + C == �a ln a+pa2 + h2b2u2u +pa2 + h2b2u2 + C.Rezult�a astfel:L(�) = 1b "�a ln a +pa2 + h2b2u2u +pa2 + h2b2u2# �����e2�b1 = ab ln (a +pa2 + h2b2)e2�ba +pa2 + h2b2e4�b ++pa2 + h2b2e4�b �pa2 + h2b2.b) Avem:x0(t) = �ae�t 
os t� ae�t sin t; y0(t) = �ae�t sin t+ ae�t 
os t; z0(t) = �be�t.De
i:ds=qa2e�2t(
os2 t+sin2 t+2 sin t 
os t)+a2e�2t(sin2 t+
os2 t�2 sin t 
os t)+b2e�2t dt== p2a2e�2t + b2e�2t dt = e�tp2a2 + b2 dt.Rezult�a L(�) = Z 10 ds = p2a2 + b2 Z 10 e�t dt = p2a2 + b2.
) Avem ds = p9 + 36t2 + 36t4 dt = 3(1 + 2t2) dt. De
i:



Integrale 
urbilinii de primul tip 203L(�) = Z 10 3(1 + 2t2) dt = 3 t + 2t33 ! ����10 = 5;(O(t = 0); A(t = 1)).d) S
riem e
uat�iile 
urbei sub forma:8>>><>>>:  xpz!2 +  ypz!2 = 
yx = tg z
 ) 8>>><>>>: x = p
z 
os ty = p
z sin tz = t
 ) 8>>><>>>: x = 
pt 
os ty = 
pt sin tz = 
t; t 2 h0; z0
 i ;(O(t = 0); A(t = z0
 )).Avem x0(t) = 
2pt 
os t� 
pt sin t; y0(t) = 
2pt sin t+ 
pt 
os t; z0(t) = 
.Apoi:ds = 
s 14t 
os2 t + t sin2 t� sin t 
os t+ 14t sin2 t + t 
os2 t + sin t 
os t+ 1 dt == 
s 14t + t+ 1 dt = 
(1 + 2t)2pt dt.De
i L(�)=Z z0=
0 
(1 + 2t)2pt dt = 
2 Z z0=
0 (t�1=2 + 2t1=2) dt = 
2 �2t1=2 + 43t3=2� ����z0=
0 == 
rz0
 + 2
3 � z0
 rz0
 = rz0
 �
+ 2z03 � = pz0
�1 + 2z03
 �.e) Parametriz�am 
urba astfel x = at; y = a ar
sin t; z = a4 ln 1� t1 + t ; (jtj < 1); undeparametrul t par
urge intervalul [0; t0℄, t0 = x0a �ind parametrul 
orespunz�ator pun
tuluiA, 
u 
ondit�ia x0 < a. Avem:x0(t) = a; y0(t) = ap1� t2 ; z0(t) = �a2(1� t2).Rezult�a:ds = as1 + 11� t2 + 14(1� t2)2 dt = a2(1� t2)(3� 2t2) dt = a(3� 2t2)2(1� t2) dt.De
i L(�) = Z t00 a2 � 3� 2t21� t2 dt = at���t00 � a4 ln 1� t1 + t ����t00 = at0 � a4 ln 1� t01 + t0 == x0 � a4 ln a� x0a+ x0 = x0 � z0.4. S�a se arate 
�a urm�atoarele 
urbe de e
uat�ii parametri
e:(�) 8<: x(t) = tf 0(t)� f(t) + '0(t)y(t) = f 0(t)� t'0(t) + '(t); t 2 [t1; t2℄;(�0) 8<: x(t) = tf 0(t)� f(t)� '0(t)y(t) = f 0(t) + t'0(t)� '(t); t 2 [t1; t2℄au a
eea�si lungime, ori
are ar � fun
t�iile f �si '.Rezolvare. Pentru 
urba � avem:x0(t) = f 0(t) + tf 00(t)� f 0(t) + '00(t) = tf 00(t) + '00(t);



204 Capitolul 4y0(t) = f 00(t)� '0(t)� t'00(t) + '0(t) = f 00(t)� t'00(t).De
i:L(�)=Z t2t1qt2(f 00(t))2+('00(t))2+2tf 00(t)'00(t)+(f 00(t))2+t2('00(t))2�2tf 00(t)'00(t) dt==Z t2t1qt2((f 00(t))2+('00(t))2)+((f 00(t))2+('00(t))2) dt=Z t2t1q(f 00(t))2+('00(t))2 � pt2+1dt.Pentru �0 avem:x0(t) = f 0(t) + tf 00(t)� f 0(t)� '00(t) = tf 00(t)� '00(t),y0(t) = f 00(t) + '0(t) + t'00(t)� '0(t) = f 00(t) + t'00(t).De
i:L(�0)=Z t2t1qt2(f 00(t))2+('00(t))2�2tf 00(t)'00(t)+(f 00(t))2+t2('00(t))2+2tf 00(t)'00(t) dt==Z t2t1qt2((f 00(t))2+('00(t))2)+((f 00(t))2+('00(t))2) dt=Z t2t1q(f 00(t))2+('00(t))2 � pt2+1 dt.Rezult�a 
�a L(�) = L(�0), adi
�a 
ele dou�a 
urbe au a
eea�si lungime , ori
are ar �fun
t�iile f �si '.5. În 
e 
az se poate a
a 
u ajutorul fun
t�iilor elementare lungimea ar
ului 
urbeide e
uat�ie y = xm+nn .Rezolvare. Avem y0(x) = �1 + mn � xmn : De
i lungimea ar
ului de 
urb�a dat�apentru x 2 [x1; x2℄ este:L(�) = Z x2x1 s1 + �1 + mn �2 x 2mn dx = Z x2x1 "1 + �1 + mn �2 x 2mn #1=2 dx.Am obt�inut o integral�a binom�a 
u �m = 0; �n = 2mn �si �p = 12 (vezi fCapitolul 1, x1g).Doare
e �p 62 Z, singurele 
azuri �̂n 
are integrala se poate 
al
ula 
u ajutorul fun
t�iilorelementare sunt:�m + 1�n 2 Z ) n2m 2 Z sau �m+ 1�n + �p 2 Z ) n2m + 12 2 Z.6. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale 
urbilinii de primul tip:a) Z�(x2 + y2) ds; unde (�) : 8<: x = a(
os t+ t sin t)y = a(sin t� t 
os t); t 2 [0; 2�℄; (a > 0):b) Z� ye�x ds; unde (�) : 8<: x = ln (1 + t2)y = 2 ar
tg t� t; t 2 [0; 1℄:
) Z�(x4=3 + y4=3) ds; unde � este astroida x2=3 + y2=3 = a2=3; a > 0.d) Z�qx2 + y2 ds; unde (�) : x2 + y2 = ax; a > 0.e) Z�(x + y) ds; unde � este triunghiul 
u vârfurile O(0; 0); A(1; 0) �si B(0; 1).Rezolvare. Curbele de mai sus sunt netede pe port�iuni, iar fun
t�iile de sub semnulintegral�a sunt 
ontinue pe IR2.



Integrale 
urbilinii de primul tip 205a) Avem x0(t) = at 
os t; y0(t) = at sin t; ds = at dt. De
i:I = Z 2�0 [a2(
os2 t+ t2 sin2 t + 2t sin t 
os t+ sin2 t+ t2 
os2 t� 2t sin t 
os t)℄ � at dt == a3 Z 2�0 (1 + t2)t dt = a3  t22 + t44 ! ����2�0 = 2a3(1 + 2�2)�2.b) Avem x0(t) = 2t1 + t2 ; y0(t) = 1� t21 + t2 ; iar ds = s 4t2(1 + t2)2 + (1� t2)2(1 + t2)2 dt = dt.Rezult�a:I = Z 10 (2ar
tg t� t) � e� ln (1+t2) dt = Z 10 2 ar
tg t� t1 + t2 dt = (ar
tg t)2 � 12 ln (1 + t2)���10 == �216 � lnp2.
) E
uat�iile parametri
e ale astroidei sunt x = a 
os3 t; y = a sin3 t; t 2 [0; 2�℄.De
i x0(t) = �3a 
os2 t sin t; y0(t) = 3a sin2 t 
os t, iar:ds = p9a2 
os4 t sin2 t+ 9a2 sin4 t 
os2 t dt = 3aj sin t 
os tj dt.Rezult�a:I = Z 2�0 a4=3(
os4 t+sin4 t) �3aj sin t 
os tj dt = 3 Z �=20 a7=3(
os4 t+sin4 t) sin t 
os t dt��3 Z ��=2 a7=3(
os4 t + sin4 t) sin t 
os t dt+ 3 Z 3�=2� a7=3(
os4 t + sin4 t) sin t 
os t dt��3 Z 2�3�=2 a7=3(
os4 t+ sin4 t) sin t 
os t dt.Cal
ul�am integrala nede�nit�a:It = Z �1� 12 sin2 2t� � 12 sin 2t dt = Z �12 + 12 
os2 2t� � 12 sin 2t dt = �18 (
os 2t++13 
os3 2t�+ C.De
i:I = 3a7=3 "�18 �
os 2t + 13 
os3 2t� �����=20 + 18 �
os 2t+ 13 
os3 2t� ������=2 � 18( 
os 2t++13 
os3 2t�����3�=2� + 18 �
os 2t + 13 
os3 2t� ����2�3�=2# = 4a7=3.d) S
riem e
uat�ia 
er
ului � astfel �x� a2�2 + y2 � a24 = 0, de unde obt�inem para-metrizarea x = a2 + a2 
os t; y = a2 sin t; t 2 [0; 2�℄.Avem x0(t) = �a2 sin t; y0(t) = a2 
os t; ds = a2 dt, de
i:I = Z 2�0 sa�a2 + a2 
os t� � a2 dt = a22p2 Z 2�0 p2 ����
os t2 ���� dt = a22 Z �0 
os t2 dt��a22 Z 2�� 
os t2 dt = a2 sin t2 �����0 � a2 sin t2 ����2�� = 2a2:e) � este format�a din (�) = (OA) [ (AB) [ (BO) (vezi Figura 4.1.2), unde:



206 Capitolul 4(OA) : 8<: x = ty = 0; t 2 [0; 1℄; (AB) : 8<: x = ty = 1� t; t 2 [0; 1℄; (BO) : 8<: x = 0y = t; t 2 [0; 1℄:
O

B(0,1)

A(1,0)

x

y

Figura  4.1.2Rezult�a:I = Z�(x+ y) ds = ZOA(x+ y) ds+ ZAB(x+ y) ds+ ZBO(x+ y) ds = Z 10 t � p1 + 0 dt++ Z 10 1 � p1 + 1 dt + Z 10 t � p0 + 1 dt = t22 ����10 +p2 t���10 + t22 ����10 = 1 +p2.7. S�a se 
al
uleze integralele 
urbilinii de primul tip, luate de-a lungul urm�atoarelor
urbe strâmbe:a) Z� xyz ds; unde (�) : 8>>><>>>: x = ty = 2p23 t3=2z = 12 t2; t 2 [0; 1℄:b) Z�(x2 + y2 + z2) ds; unde (�) : 8>>><>>>: x = a 
os ty = a sin tz = bt; t 2 [0; 2�℄; (a; b 2 IR):
) Z� x2 ds; unde (�) : 8<: x2 + y2 + z2 = a2x + y + z = 0; (a > 0):Rezolvare. Curbele sunt netede, iar fun
t�iile de sub semnul integral�a sunt 
ontinue.a) Avem ds = p1 + 2t+ t2 dt = (1 + t) dt. De
i:I = Z 10 p23 t9=2 � (1 + t) dt = p23 � 211t11=2 + 213t13=2� ����10 = 16p2143 .b) Avem x0(t) = �a sin t; y0(t) = a 
os t; z0(t) = b; iar ds = pa2 + b2 dt. Rezult�a:I = Z 2�0 (a2 + b2t2)pa2 + b2 dt = pa2 + b2  a2t+ b2t33 ! ����2�0 = pa2 + b2 �2�a2++83�3b2� = 2�3 (3a2 + 4�2b2)pa2 + b2.
) S
riem e
uat�iile 
arteziene impli
ite ale 
urbei � �̂n felul urm�ator:8<: z = �x� y2x2 + 2y2 + 2xy = a2 ) 8><>: z = �x� y�x + y2�2 + 3y24 = a22 :Obt�inem astfel parametrizarea:
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urbilinii de primul tip 2078>>>>>><>>>>>>: x + y2 = ap2 
os typ32 = ap2 sin tz = �x� y ) 8>>>>>>><>>>>>>>: x = �p66 a sin t+ ap22 
os ty = p63 a sin tz = �p66 a sin t� ap22 
os t; t 2 [0; 2�℄:Avem x0(t) = �p66 a 
os t� ap22 sin t; y0(t) = p63 a 
os t; z0(t) = �p66 a 
os t++ap22 sin t; iar ds = pa2 
os2 t + a2 sin2 t dt = a dt.Rezult�a:I = Z 2�0  636a2 sin2 t + 2a24 
os2 t� 4p312 a2 sin t 
os t! a dt = a36 Z 2�0 1� 
os 2t2 dt++a32 Z 2�0 1+
os 2t2 dt� a3p36 ��
os 2t2 � ����2�0 = a36 � t2 � 14 sin 2t�����2�0 + a32 � t2 + sin 2t4 �����2�0 ++a3p312 
os 2t���2�0 = 2�a33 .8. S�a se 
al
uleze masa ar
ului 
urbei (�) : x = at; y = a2 t2; z = a3 t3; t 2 [0; 1℄,a 
�arei densitate variaz�a dup�a legea % = s2ya ; (a > 0).Rezolvare. Avem M = Z� %(x; y; z) ds. Deoare
e x0(t) = a; y0(t) = at; z0(t) == at2, iar ds = ap1 + t2 + t4 dt rezult�a:M = Z 10 s2a � a2 t2 � ap1 + t2 + t4 dt = a Z 10 tp1 + t2 + t4 t2=u= a2 Z 10 p1 + u+ u2 du == a2 Z 10 s�u+ 12�2 + 34 du u+ 12=y= a2 Z 3=21=2 sy2 + 34 dy.Cal
ul�am integrala nede�nit�a:Iy = Z qy2 + a20 dy = 12yqy2 + a20 + a202 ln �y +qy2 + a20� + C;  a0 = p32 !.De
i:M = a4 24ysy2 + 34 + 34 ln0�y +sy2 + 341A35 ����3=21=2 = a16  6p3� 2 + 3 ln 3 + 2p33 !.9. S�a se 
al
uleze 
oordonatele 
entrelor de greutate ale urm�atoarelor ar
e, avânddensitatea 
onstant�a % � %0:a) (�) : 8<: x = a(t� sin t)y = a(1� 
os t); t 2 [0; �℄; (a > 0); b) (�) : 8>>><>>>: x = et 
os ty = et sin tz = et; t 2 (�1; 0℄:Rezolvare. a) Avem x0(t) = a(1� 
os t); y0(t) = a sin t, iar:ds = qa2(1� 
os t)2 + a2 sin2 t dt = ap2� 2 
os t dt = 2a sin t2 dt.De
i:



208 Capitolul 4M = Z� %0 ds = 2a%0 Z �0 sin t2 dt = �2a%0 � 2 
os t2 �����0 = 4a%0,iar 
oordonatele 
entrului de greutate sunt:x0 = 1M Z� x%0 ds = 14a%0 Z �0 a(t� sin t)%0 � 2a sin t2 dt = a2 Z �0 (t� sin t) � sin t2 dt == a2 ���2t 
os t2 + 4 sin t2� �����0 � 12 Z �0 �
os t2 � 
os 3t2 � dt� = a2 �4� sin t2 �����0++13 sin 3t2 �����0� = 4a3 ; iar:y0 = 1M Z� y%0 ds = 14a%0 Z �0 a(1� 
os t)%0 � 2a sin t2 dt = a2 Z �0 (1� 
os t) sin t2 dt == a2 ��2 
os t2 �����0 � 12 Z �0 �� sin t2 + sin 3t2 � dt� = a2 �2� 12 � 2 
os t2 �����0 + 13 
os 3t2 �����0� == 4a3 .De
i G�4a3 ; 4a3 �.b) Avem x0(t) = et 
os t� et sin t; y0(t) = et sin t + et 
os t; z0(t) = et; iar ds == etp3 dt.Teorema 4.1.3 r�amâne adev�arat�a �si pentru un interval in�nit al parametrului t �sianume [a;1) sau (�1; b℄ sau (�1;1), da
�a integrala improprie 
orespunz�atoare este
onvergent�a. Rezult�a:M = Z� %0 ds = %0 Z 0�1p3 et dt = p3 %0et���0�1 = %0p3,iar 
oordonatele 
entrului de greutate sunt:x0 = 1M Z� x%0 ds = 1%0p3 Z 0�1 et 
os t � %0etp3 dt = Z 0�1 e2t 
os t dt = e2t sin t���0�1��2 Z 0�1 e2t sin t dt = 2e2t 
os t���0�1 � 4 Z 0�1 e2t 
os t dt = 2� 4x0; de
i x0 = 25,y0 = 1M Z� y%0 ds = 1%0p3 Z 0�1 et sin t � %0etp3 dt = Z 0�1 e2t sin t dt = �e2t 
os t���0�1++2 Z 0�1 e2t 
os t dt = �1 + 2e2t sin t���0�1 � 4 Z 0�1 e2t sin t dt = �1� 4y0; de
i y0 = �15 ;z0 = 1M Z� z%0 ds = 1%0p3 Z 0�1 et%0etp3 dt = 12e2t���0�1 = 12.De
i G�25 ;�15 ; 12�.10. S�a se 
al
uleze momentele de inert�ie planare, axiale �si 
entral pentru ar
ul deeli
e (�) : x = a 
os t; y = a sin t; z = bt; t 2 [0; 2�℄, având densitatea 
onstant�a %0.Rezolvare. Avem x0(t) = �a sin t; y0(t) = a 
os t; z0(t) = b; iar ds = pa2 + b2 dt.Rezult�a:Ixy = Z� z2%0 ds = %0 Z 2�0 b2t2pa2 + b2 dt = b2pa2 + b2%0 � 8�33 ,Iyz = Z� x2%0 ds = %0 Z 2�0 a2 
os2 t �pa2 + b2 dt = a2pa2 + b2%0 � 12 Z 2�0 (1+
os 2t) dt =
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urbilinii de primul tip 209= a2pa2 + b22 %0 �t+ sin 2t2 � ����2�0 = �a2pa2 + b2%0,Ixz = Z� y2%0 ds = %0 Z 2�0 a2 sin2 tpa2 + b2 dt = a2pa2 + b2%0 � 12 Z 2�0 (1� 
os 2t) dt == a2pa2 + b2%02 �t� sin 2t2 � ����2�0 = �a2pa2 + b2%0.Apoi:Ix = Ixz + Ixy = 8�33 b2pa2 + b2%0 + �a2pa2 + b2%0 = pa2 + b2%0  8�3b23 + �a2!,Iy = Ixy + Iyz = b2pa2 + b2%0 8�33 + �a2pa2 + b2%0 = pa2 + b2%0  8�3b23 + �a2!,Iz = Ixz + Iyz = 2�a2%0pa2 + b2,iar I0 = Ixy+Iyz+Ixz = 8�33 b2%0pa2 + b2+2�a2%0pa2 + b2 = 2�%0pa2 + b2  4�2b23 + a2!.
PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE11. S�a se 
al
uleze lungimile ar
elor � de 
urb�a plane:a) 8<: x = 
h2 ty = 2 sh t; t 2 [t1; t2℄; b) 8<: x = t� sh t � 
h ty = 2 
h t; t 2 [0; T ℄;
) 8>>><>>>: x = (a� b) 
os t+ b 
os a� bb ty = (a� b) sin t� b sin a� bb t; a > b > 0; t 2 "0; �ba # ; (ar
ul hipo
i
loidei);d) y = a 
h xa ; 0 � x � b; (l�ant�i�sorul);e) r(') = a'; ' 2 [0; 2�℄; a > 0; (ar
ul spiralei lui Arhimede);f) r(') = a'; ' 2 ['1; '2℄; '1; '2 > 0; (ar
ul spiralei hiperboli
e).12. S�a se 
al
uleze lungimile ar
elor de 
urb�a strâmbe �:a) x = t; y = p3 t2; z = 2 t3; t 2 [t1; t2℄;b) x = R 
os t; y = R sin t; z = ht; t 2 [0; 2�℄; R > 0; h 2 IR;
) x = aekt 
os t; y = aekt sin t; z = aekt; t 2 [0; t0℄; a > 0; k 2 IR�;d) y = x2; z = 23 x3; de la O(0; 0; 0) la A(3; 9; 18);e) x2 +y2 + z2 = a2; px2 + y2 � 
h�ar
tg yx� = a; de la pun
tul A(a; 0; 0) la pun
tulB(x0; y0; z0), a > 0;f) (x� y)2 = a(x + y); x2 � y2 = 98 z2; de la O(0; 0; 0) la A(x0; y0; z0), a > 0.



210 Capitolul 413. S�a se demonstreze 
�a lungimea ar
ului 
urbei ale 
�arei e
uat�ii parametri
e seobt�in rezolvând sistemul:(�) : 8<: x sin'+ y 
os' = f 0(')x 
os'� y sin' = f 00('); ' 2 ['1; '2℄este L(�) = [f('2) + f 00('2)℄� [f('1) + f 00('1)℄.14. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale 
urbilinii de primul tip:a) Z� y2 ds; unde (�) : 8<: x = a(t� sin t)y = a(1� 
os t); t 2 [0; 2�℄; (a > 0):b) Z� xy ds; unde � este ar
ul hiperbolei x = a 
h t; y = a sh t; t 2 [0; t0℄; a > 0.
) Z� xy ds; unde � este ar
ul din primul 
adran al elipsei x2a2 + y2b2 � 1 = 0; a; b > 0.d) Z�(x2 + y2) ds; unde � este segmentul de dreapt�a AB, A(a; a); B(b; b); b > a.e) Z� ds(x2 + y2)3=2 ; unde � este ar
ul spiralei hiperboli
e r = 1' 
uprins �̂ntre ' = p3�si ' = 2p2.15. S�a se 
al
uleze integralele 
urbilinii de primul tip, luate de-a lungul urm�atoarelor
urbe strâmbe:a) Z� z ds; unde (�) : x = t 
os t; y = t sin t; z = t; t 2 [0; 2�℄.b) Z� z ds; unde � este ar
ul 
urbei x2 + y2 = z2; y2 = ax luat �̂ntre pun
tulO(0; 0; 0) �si pun
tul A(a; a; ap2).16. S�a se 
al
uleze masa 
urbei (�) : x = a 
os t; y = b sin t; t 2 [0; 2�℄ �stiind 
�adensitatea liniar�a a a
esteia �̂n pun
tul (x; y) este %(x; y) = jyj.17. S�a se g�aseas
�a masa ar
ului 
urbei y = lnx 
uprins �̂ntre pun
tele de abs
isex1 �si x2, da
�a densitatea liniar�a a 
urbei �̂n �e
are pun
t este egal�a 
u p�atratul abs
isei(% = x2).18. S�a se g�aseas
�a masa ar
ului l�ant�i�sorului y = a 
h xa 
uprins �̂ntre pun
tele x = 0�si x = a da
�a densitatea 
urbei �̂n �e
are pun
t al ei este invers proport�ional�a 
u ordonatapun
tului (% = k=y).19. S�a se 
al
uleze 
oordonatele 
entrului de greutate al 
urbei y = a 
h xa �̂ntreA(0; a) �si B(b; h), h = y(b), având densitatea 
onstant�a % � %0.20. S�a se 
al
uleze 
oordonatele 
entrului de greutate, pre
um �si momentele de inert�ieplanare, axiale �si 
entral pentru 
onturul al
�atuit din triunghiul sferi
 x2 + y2 + z2 = a2;
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urbilinii de al doilea tip 211x > 0; y > 0; z > 0, de densitate % � %0.x2. INTEGRALE CURBILINII DE AL DOILEATIPFie � = _AB o 
urb�a dat�a prin e
uat�iile:x = '(t); y =  (t); z = �(t); t 2 [a; b℄ (4:2:1)�si orientat�a de la A(t = a) la B(t = b) �̂n sensul de 
re�stere a parametrului t de la a la b,iar P : D � IR3 ! IR o fun
t�ie de�nit�a pe domeniul D 
are 
ont�ine 
urba _AB.Spunem 
�a fun
t�ia P este integrabil�a pe � �̂n raport 
u x da
�a exist�a �si este �nit�alimita sumelor integrale:�x� = n�1Xi=0 P (Mi)(xi+1 � xi) = n�1Xi=0 P ('(�i);  (�i); �(�i)) � (xi+1 � xi)
ând norma � a diviziunii � : A0 = A; A1; : : : ; An = B tinde la 0 �si a
east�a limit�aeste independent�a de diviziunea � �si de alegerea pun
telor intermediare Mi 2 _AiAi+1;Mi('(�i);  (�i); �(�i)), unde:� = maxi=0;n�1 kAiAi+1k = q(xi+1 � xi)2 + (yi+1 � yi)2 + (zi+1 � zi)2;
u xi = '(ti), yi =  (ti); zi = �(ti) 
oordonatele pun
tului Ai, i = 0; n.Da
�a P este integrabil�a pe _AB �̂n raport 
u x atun
i I = lim�!0 �x� se nume�ste integrala
urbilinie de al doilea tip sau de a doua spe
ie �̂n raport 
u x a fun
t�iei P pe _AB �si senoteaz�a 
u Z� P (x; y; z) dx.Analog se de�nes
 integrala 
urbinie de al doilea tip �̂n raport 
u y a fun
t�iei Q : D �� IR3 ! IR pe � = _AB: Z�Q(x; y; z) dy �si integrala 
urbilinie de al doilea tip �̂n raport
u z a fun
t�iei R : D � IR3 ! IR pe � = _AB: Z�R(x; y; z) dz.Propriet�at�i a) Da
�a P1; P2; Q1; Q2; R1; R2 : D � IR3 ! IR, � este o 
urb�a 
ont�inut�a�̂n domeniul D, 9 Z� P1 dx + Q1 dy + R1 dz �si 9 Z� P2 dx + Q2 dy + R2 dz, iar �; � 2 IRatun
i 9 Z�(�P1 + �P2) dx+ (�Q1 + �Q2) dy + (�R1 + �R2) dz �si are lo
 relat�ia:Z�(�P1 + �P2) dx+ (�Q1 + �Q2) dy + (�R1 + �R2) dz = � Z� P1 dx+Q1 dy +R1 dz++� Z� P2 dx +Q2 dy +R2 dz.
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�a P; Q; R : D � IR3 ! IR, � = �1[�2, �1; �2 � D �si 9 Z� P dx+Qdy+Rdz,atun
i 9 Z�1 P dx+Qdy +Rdz �si 9 Z�2 P dx+Qdy +Rdz �si �̂n plus:Z� P dx+Qdy +Rdz = Z�1 P dx+Qdy +Rdz + Z�2 P dx+Qdy +Rdz.Teorema 4.2.1. Da
�a � este o 
urb�a re
ti�
abil�a, iar P; Q; R : D � IR3 ! IR(� � D) sunt fun
t�ii 
ontinue pe domeniul D atun
i 9 Z� P dx+Qdy +Rdz.Teorema 4.2.2. Da
�a � este o 
urb�a neted�a de e
uat�ii (4.2.1), iar P; Q; R : D �� IR3 ! IR (� � D) sunt 
ontinue pe domeniul D, atun
i P; Q �si R sunt integrabile pe� �̂n raport 
u x, 
u y, respe
tiv 
u z �si are lo
 relat�ia:Z� P (x; y; z) dx+Q(x; y; z) dy +R(x; y; z) dz = Z ba [P ('(t);  (t); �(t)) � '0(t)++Q('(t);  (t); �(t)) �  0(t) +R('(t);  (t); �(t)) � �0(t)℄ dt.Teorema r�amâne adev�arat�a �si pentru � neted�a pe port�iuni.Fie 
âmpul ve
torial ~F (~r) = P~i + Q~j + R~k, ~r = x~i + y~j + z~k. Se nume�ste lu
rulme
ani
 al 
âmpului ~F de-a lungul unei 
urbe �:Z� ~F (~r) � d~r = Z� P dx+Qdy +Rdz.Da
�a masa pun
tului material este m atun
i fort�a 
are a
t�ioneaz�a asupra pun
tului estem~F . Da
�a 
onturul � este �̂n
his, lu
rul me
ani
 se mai nume�ste �si 
ir
ulat�ia 
âmpului ~Fde-a lungul 
onturului �.Independent�a de drum a integralei 
urbilinii de al doilea tipFie D � IR3 un domeniu, iar P; Q; R : D! IR fun
t�ii 
ontinue pe D.Integrala Z P dx + Qdy + Rdz este independent�a de drum pe domeniul D da
�a8A; B 2 D �si 8�1; �2 dou�a 
urbe simple, re
ti�
abile din D 
are unes
 A �si B, are lo
relat�ia Z�1 P dx +Qdy +Rdz = Z�2 P dx +Qdy +Rdz.Integrala Z P dx + Qdy + Rdz este independent�a de drum pe domeniul D da
�apentru ori
e 
urb�a � simpl�a, �̂n
his�a �si re
ti�
abil�a 
ont�inut�a �̂n D are lo
 relat�ia:Z� P dx+Qdy +Rdz = 0.Teorema 4.2.3. Fie D � IR3 un domeniu, iar P; Q; R : D ! IR fun
t�ii 
ontinuepe D. Atun
i Z P dx + Qdy + Rdz este independent�a de drum pe domeniul D da
�a �sinumai da
�a 9F : D! IR diferent�iabil�a pe D astfel �̂n
ât:dF (x; y; z) = P (x; y; z) dx+Q(x; y; z) dy +R(x; y; z) dz; 8 (x; y; z) 2 D:De
i P = �F�x ; Q = �F�y ; R = �F�z .Un domeniu D � IR3 se nume�ste simplu 
onex da
�a ori
e 
urb�a simpl�a, �̂n
his�a �sire
ti�
abil�a in
lus�a �̂n D poate � deformat�a 
ontinuu la un pun
t P 2 D. Un domeniu
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onex da
�a o dat�a 
u ori
e 
urb�a � simpl�a, �̂n
his�a �si re
ti�
abil�a
ont�inut�a �̂n D �si domeniul interior determinat de 
urba � este 
ont�inut �̂n D (din pun
tde vedere intuitiv nu are "g�auri").Teorema 4.2.4. Fie D un domeniu simplu 
onex din IR3, P; Q; R : D! IR fun
t�ii
ontinue 
are admit derivate part�iale �P�y ; �Q�x , �Q�z ; �R�y , �R�x ; �P�z 
ontinue pe D. Atun
iP dx +Qdy +Rdz este diferent�iala unei fun
t�ii F da
�a �si numai da
�a:�P�y = �Q�x ; �Q�z = �R�y ; �R�x = �P�z ; 8 (x; y; z) 2 D: (4:2:2)Cal
ulul integralei 
urbilinii de al doilea tipÎn 
azul Teoremei 4.2.3 da
�a P (x; y; z) dx+Q(x; y; z) dy+R(x; y; z) dz = dF (x; y; z)atun
i pentru � = _AB� D, A(x1; y1; z1); B(x2; y2; z2) are lo
 relat�ia:Z� P (x; y; z) dx+Q(x; y; z) dy +R(x; y; z) dz = F (x2; y2; z2)� F (x1; y1; z1).În 
azul Teoremei 4.2.4 fun
t�ia F (primitiva) poate � determinat�a din formula:F (x; y; z) = Z xx0 P (t; y; z) dt+ Z yy0 Q(x0; t; z) dt+ Z zz0 R(x0; y0; t) dt sauF (x; y; z) = Z xx0 P (t; y0; z0) dt+ Z yy0 Q(x; t; z0) dt+ Z zz0 R(x; y; t) dt,unde (x0; y0; z0) este un pun
t oare
are �xat al domeniului D.Din pun
t de vedere me
ani
 
azul diferent�ialei totale 
orespunde lu
rului me
ani
al unei fort�e 
are deriv�a de la un potent�ial.Tot �̂n 
azul Teoremei 4.2.4, da
�a se demonstreaz�a relat�iile (4.2.2), integrala 
urbiliniede al doilea tip se poate 
al
ula alegând drumuri simple: paralele 
u Ox sau Oy sau Oz,drepte, 
er
uri, elipse, hiperbole in
luse �̂n D.PROBLEME REZOLVATE1. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale 
urbilinii de al doilea tip:a) Z� x2 dy � y2 dxx5=3 + y5=3 ; unde � este ar
ul x2=3 + y2=3 = a2=3 
uprins �̂n primul 
adran �sipar
urs �̂n sens dire
t trigonometri
.b) Z�(2a� y) dx+ x dy; unde (�) : 8<: x = a(t� sin t)y = a(1� 
os t); t 2 [0; 2�℄;(
i
loida) par
urs�a �̂n sensul 
re�sterii parametrului t.
) Z� dxy �p2x dy; unde � este semi
er
ul x2 + y2 � 2x = 0; y � 0, par
urs �̂n sensdire
t trigonometri
.



214 Capitolul 4d) Z� dyx+ 3 ; unde � este ar
ul elipsei x29 + y24 �1 = 0 �̂ntre pun
tele A(3; 0) �si B(0; 2)par
urs �̂n sens dire
t trigonometri
.e) Z� x dy � y dxax2 + 2bxy + 
y2 ; b2�a
 < 0; unde � este 
er
ul x2 + y2 = R2 par
urs �̂n sensdire
t trigonometri
.f) Z�(x2 � y2) dx+ 2xy dy; unde � este ar
ul de 
urb�a y = xn 
uprins �̂ntre pun
teleO(0; 0) �si A(1; 1) �si par
urs �̂n sens dire
t trigonometri
.Rezolvare. Curbele de mai sus sunt netede, iar fun
t�iile de sub semnul integral�asunt 
ontinue pe domeniul lor de de�nit�ie.a) Curba � are parametrizarea: x = a 
os3 t; y = a sin3 t; t 2 �0; �2 �, (vezi Figura4.2.1). Rezult�a:I = Z �=20 a2 
os6 t � 3a sin2 t 
os t+ a2 sin6 t � 3a 
os2 t sin ta5=3 
os5 t+ a5=3 sin5 t dt == 3a4=3 Z �=20 sin2 t 
os2 t(
os5 t + sin5 t)sin5 t+ 
os5 t dt = 34a4=3 Z �=20 sin2 2t dt = 38a4=3 Z �=20 (1�� 
os 4t) dt = 3a4=38 �t� 14 sin 4t� �����=20 = 3�a4=316 .
O

x
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y

Figura  4.2.1

a

a

O

x

y

Figura  4.2.2

a

pa 2pa

2a

p
2

a -1)-(

b) Pentru � (vezi Figura 4.2.2) dat�a �̂n Problem�a, avem:I=Z 2�0 f[2a� a(1�
os t)℄ � a(1� 
os t)+a(t� sin t) � a sin tg dt = a2Z 2�0 (1� 
os2 t++t sin t� sin2 t) dt = a2 Z 2�0 t sin t dt = �a2t 
os t���2�0 + a2 sin t���2�0 = �2�a2.
) S
riem pe � astfel (x� 1)2 + y2 � 1 = 0; y � 0, de unde rezult�a parametrizareax = 1 + 
os t; y = sin t; t 2 [0; �℄; (vezi Figura 4.2.3).Obt�inem astfel:I = Z �0 �� sin tsin t �q2(1 + 
os t) � 
os t� dt = Z �0 ��1� 2 
os t2 � 
os t� dt == �� � Z �0 �
os 3t2 + 
os t2� dt = �� � �23 sin 3t2 + 2 sin t2� �����0 = ��43 + ��.d) Avem (�) : x = 3 
os t; y = 2 sin t; t 2 �0; �2 �, (vezi Figura 4.2.4). Rezult�a:
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os t3 
os t+ 3 dt = 23 Z �=20 
os t1 + 
os t dt.Fa
em s
himbarea de variabil�a tg t2 = u) 
os t = 1� u21 + u2 ; t = 2 ar
tgu; dt == 21 + u2 du. Obt�inem astfel:I = 23 Z 10 1�u21+u21 + 1�u21+u2 � 21 + u2 du = 43 Z 10 (1� u2)2(1 + u2) du = �23 Z 10 u2 � 1u2 + 1 du = �23u���10++43ar
tgu���10 = � � 23 .
O

x

y

1 2

Figura  4.2.3

A

B 2

3
O

x

y

Figura  4.2.4e) Avem (�) : x = R 
os t; y = R sin t; t 2 [0; 2�℄. Rezult�a atun
i:I=Z 2�0 R 
os t(R 
os t)� R sin t(�R sin t)aR2 
os2 t + 2bR2 sin t 
os t+ 
R2 sin2 t dt=Z 2�0 dta 
os2 t+ 2b sin t 
os t+ 
 sin2 t== Z �0 dta 
os2 t+ 2b sin t 
os t+ 
 sin2 t + Z 2�� dta 
os2 t+ 2b sin t 
os t+ 
 sin2 t .F�a
ând �̂n a doua integral�a de mai sus s
himbarea de variabil�a 2�� t = u �si revenind�̂napoi la notat�ia variabilei independente t, obt�inem:I = Z �0 dta 
os2 t + 2b sin t 
os t+ 
 sin2 t| {z }I1 + Z �0 dta 
os2 t� 2b sin t 
os t + 
 sin2 t| {z }I2 .Pentru I1 avem:I1 = Z �=20 dta 
os2 t+ 2b sin t 
os t + 
 sin2 t + Z ��=2 dta 
os2 t+ 2b sin t 
os t+ 
 sin2 t .În a doua integral�a de mai sus fa
em s
himbarea � � t = v �si revenim la notat�ia t.Obt�inem:I1 = Z �=20 dta 
os2 t+ 2b sin t 
os t + 
 sin2 t + Z �=20 dta 
os2 t� 2b sin t 
os t + 
 sin2 t .În mod asem�an�ator rezult�a 
�a:I2 = Z �=20 dta 
os2 t� 2b sin t 
os t+ 
 sin2 t + Z �=20 dta 
os2 t+ 2b sin t 
os t + 
 sin2 t .Astfel am obt�inut 
�a:I = 2 Z �=20 dta 
os2 t + 2b sin t 
os t+ 
 sin2 t + 2 Z �=20 dta 
os2 t� 2b sin t 
os t + 
 sin2 t .În integralele de mai sus fa
em s
himbarea de variabil�a tg t = u. Obt�inem:



216 Capitolul 4I = 2 Z 10 1a 11+u2 + 2b u1+u2 + 
 u21+u2 � du1 + u2 + 2 Z 10 1a 11+u2 � 2b u1+u2 + 
 u21+u2 � du1 + u2 == 2 Z 10 du
u2 + 2bu+ a + 2 Z 10 du
u2 � 2bu+ a = 2
 Z 10 duu2 + 2b
 u+ a
 + 2
 Z 10 duu2 � 2b
 u+ a
 == 2
 Z 10 du�u+ b
�2 + a
 � b2
2 + 2
 Z 10 du�u� b
�2 + a
 � b2
2 = 2
 � 
pa
� b2 � ar
tg u+ b
pa
�b2
 ����10 ++2
 � 
pa
� b2 � ar
tg u� b
pa
�b2
 ����10 = 2pa
� b2 � �2 � 2pa
� b2 � ar
tg bpa
� b2 + 2pa
� b2���2 � 2pa
� b2 � ar
tg �bpa
� b2 = 2�pa
� b2 ; (
 > 0).f) Avem (�) : x = t; y = tn; t 2 [0; 1℄. Rezult�a atun
i:I =Z 10 [(t2� t2n) � 1 + 2t � tn �ntn�1℄ dt=Z 10(t2� t2n + 2nt2n) dt= t33 + (2n� 1) t2n+12n+ 1!����10 == 13 + 2n� 12n+ 1 = 8n� 23(2n+ 1) :2. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale 
urbilinii de al doilea tip:a) Z� dx+ dyjxj+ jyj ; unde � este p�atratul 
u vârfurile A(1; 0); B(0; 1), C(�1; 0), D(0;�1)par
urs �̂n sens dire
t trigonometri
.b) Z� x dy� y dx; unde � este determinat de 
urbele x2 + y2 = 4; y = xp3; y = xp3 ;x � 0 �si par
urs �̂n sens dire
t trigonometri
.
) Z� x+ yx� y (x dx � y dy); unde � este determinat de 
urbele x2 + y2 = 1, y = 0,y = x � tg�; � < �4 ; x � 0 �si par
urs �̂n sens dire
t trigonometri
.Rezolvare. Curbele de mai sus sunt netede pe port�iuni, iar fun
t�iile de sub semnulintegral�a sunt 
ontinue.a) Curba � este p�atratul ABCD (vezi Figura 4.2.5), adi
�a (�) = (AB) [ (BC) [(CD) [ (DA), unde:(AB) : 8<: x = ty = 1� t; t 2 [1; 0℄; (BC) : 8<: x = ty = 1 + t; t 2 [0;�1℄;(CD) : 8<: x = ty = �1� t; t 2 [�1; 0℄; (DA) : 8<: x = ty = t� 1; t 2 [0; 1℄:Rezult�a:I = Z 01 (1� 1)t+ (1� t) dt+ Z �10 (1 + 1)�t+ 1 + t dt+ Z 0�1 (1� 1)�t + 1 + t dt+ Z 10 (1 + 1)t+ 1� t dt = 0.b) Avem (�) = (OA) [ (AB) [ (BO) (vezi Figura 4.2.6), unde:



Integrale 
urbilinii de al doilea tip 217
O

x

y

1

1

-1

-1

Figura  4.2.5
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Figura  4.2.6
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3

3

(OA) : 8><>: x = ty = tp3 ; t 2 [0;p3℄; (AB) : 8><>: x = 2 
os ty = 2 sin t; t 2 ��6 ; �3 � ;(BO) : 8<: x = ty = tp3; t 2 [1; 0℄:Rezult�a:I = Z p30  t � 1p3 � tp3 � 1! dt+ Z �=3�=6 (2 
os t � 2 
os t + 2 sin t � 2 sin t) dt+ Z 01 (t � p3��tp3 � 1) dt = 2�3 .
) Ai
i (�) = (OA) [ (AB) [ (BO) (vezi Figura 4.2.7), unde:(OA) : 8<: x = ty = 0; t 2 [0; 1℄; (AB) : 8<: x = 
os ty = sin t; t 2 [0; �℄;(BO) : 8<: x = ty = t � tg�; t 2 [
os�; 0℄:
1
A

B

O x

y

y=xtga

Figura  4.2.7

a

Rezult�a:I = Z 10 tt(t � 1� 0 � 0) dt+ Z �0 
os t + sin t
os t� sin t � (� 
os t sin t� sin t 
os t) dt++ Z 0
os� t+ t � tg�t� t � tg�(t � 1� t � tg� � tg�) dt = 12 � Z �0 
os t+ sin t
os t� sin t � sin 2t dt+



218 Capitolul 4+(1 + tg�)2 � Z 0
os� t dt = 12 � (1 + tg�)2 � 
os2 �2 � Z �0 
os2 t+ sin2 t+ sin 2t
os2 t� sin2 t � sin 2t dt == 12 � 12(sin�+ 
os�)2 � Z �0 sin 2t
os 2t dt� Z �0 sin2 2t
os 2t dt = 12 � 12(1 + sin 2�) + 12 ln 
os 2��� Z �0 dt
os 2t + 12 sin 2t����0 = 12 ln 
os 2�� Z �0 dt
os 2t .Pentru ultima integral�a de mai sus avem:I1 = Z �0 dt
os 2t tg t=u= Z tg �0 1 + u21� u2 � du1 + u2 = �12 ln ����u� 1u+ 1 ���� ����tg �0 = �12 ln 1� tg�1 + tg� .De
i:I = 12 ln 
os 2� + 12 ln 1� tg�1 + tg� = 12 ln (1� tg�)21 + tg2 � = ln (
os�� sin�).3. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale 
urbilinii luate de-a lungul 
urbelor strâmbe:a) Z� y2 dx+z2 dy+x2 dz; unde � este 
urba lui Viviani, adi
�a8<: x2 + y2 + z2 = a2x2 + y2 = ax; z � 0;(a > 0) par
urs�a �̂n sens dire
t trigonometri
 da
�a privim dinspre partea pozitiv�a a axeiOx. b) Z�(y2 � z2) dx + 2yz dy � x2 dz; unde (�) : x = t; y = t2; z = t3; t 2 [0; 1℄,par
urs�a �̂n sensul 
re�sterii parametrului t.
) Z�(y�z) dx+(z�x) dy+(x�y) dz; unde � este 
er
ul: 8<: x2 + y2 + z2 = a2y = x � tg�; 0 < � < �;par
urs �̂n sens dire
t trigonometri
 da
�a privim dinspre partea pozitiv�a a axei Ox.Rezolvare. a) � este 
urba de interse
t�ie dintre sfera de e
uat�ie x2 + y2 + z2 = a2 �si
ilindrul de e
uat�ie �x� a2�2 + y2 = a24 , situat�a �̂n semispat�iul z � 0 (vezi Figura 4.2.8).Pentru a determina o parametrizare a 
urbei folosim 
oordonatele 
ilindri
e x == r 
os'; y = r sin', z = z, r 2 [0; a℄, ' 2 [0; 2�). Introduse �̂n e
uat�iile 
urbei, obt�inemr2 + z2 = a2; r2 = ar 
os'; de unde rezult�a r = a 
os', z = �pa2 � a2 
os2 '.De
i (�) : 8>>><>>>: x = a 
os2 'y = a sin' 
os'z = aj sin'j; ' 2 h0; �2 i [ h3�2 ; 2�i :Atun
i rezult�a:I = Z �=20 (�a2 sin2 ' 
os2 ' � 2a 
os' sin'+ a2 sin2 ' � a(
os2 '� sin2 ')++a2 
os4 '�a 
os') d'+Z 2�3�=2(�a2 sin2 ' 
os2 '�2a 
os' sin'+a2 sin2 '�a(
os2 '�sin2 ')��a2 
os4 ' � a 
os') d' = a3 Z �=20 (�2 sin3 ' 
os3 '+ sin2 ' 
os2 '� sin4 '+ 
os5 ') d'++a3 Z 2�3�=2(�2 sin3 ' 
os3 '+ sin2 ' 
os2 '� sin4 '� 
os5 ') d'.F�a
ând �̂n a doua integral�a de mai sus s
himbarea 2� � ' = u, obt�inem:
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os2 '� sin4 ') d' = 2a3 Z �=20 sin2 ' � 
os 2'd' == 2a3 Z �=20 1� 
os 2'2 � 
os 2'd' = a32 sin 2'����=20 � a3 Z �=20 1 + 
os 4'2 d' = �a3�4 ��a38 sin 4'����=20 = �a3�4 .
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Figura  4.2.9

a

a

a

O

x

y

z

2

a

Figura  4.2.8
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a

a

b) Avem:I = Z 10 [(t4 � t6) � 1 + 2t2 � t3 � 2t� t2 � 3t2℄ dt = Z 10 (t4 � t6 + 4t6 � 3t4) dt == 37t7���10 � 25t5���10 = 135.
) Curba � este 
er
ul de interse
t�ie dintre sfera x2+y2+z2 = a2 
u planul y = x�tg�(vezi Figura 4.2.9). Folosim �si ai
i 
oordonatele 
ilindri
e x = r 
os'; y = r sin'; z = z,
are �̂nlo
uite �̂n e
uat�iile 
urbei � ne dau r2 + z2 = a2; r sin' = r 
os' � tg�, de underezult�a tg' = tg�; ' 2 [0; 2�), de
i ' = � + k�; 0 < � < �.Pentru _B0AB avem ' = � (�1), iar pentru _BA0B0 avem ' = � + � (�2). De
i(�) = (�1) [ (�2), unde:(�1) : 8>>>>>>><>>>>>>>: x = r 
os�y = r sin�z = �pa2 � r2; r 2 [0; a℄ % 
u + pt. _AB; r 2 [a; 0℄& 
u � pt. _B0A; r 2 [0; a℄:
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�si (�2) : 8>>>>>>><>>>>>>>: x = r 
os (� + �) = �r 
os�y = r sin (� + �) = �r sin�z = �pa2 � r2; r 2 [0; a℄ % 
u + pt. _BA0; r 2 [0; a℄& 
u � pt. _A0B0; r 2 [a; 0℄:Rezult�a:I = Z 0a h(r sin��pa2 � r2) 
os�+ (pa2 � r2 � r 
os�) sin�+ (r 
os�� r sin�)�� �rpa2 � r2# dr + Z a0 h(r sin�+pa2 � r2) 
os� + (�pa2 � r2 � r 
os�) sin�++(r 
os�� r sin�) � rpa2 � r2# dr + Z a0 [(�r sin��pa2 � r2) � (� 
os�) + (pa2 � r2++r 
os�) � (� sin�) + (�r 
os� + r sin�) � �rpa2 � r2 � dr + Z 0a [(�r sin� +pa2 � r2)��(� 
os�) + (�pa2 � r2 + r 
os�) � (� sin�) + (�r 
os�+ r sin�) � rpa2 � r2 � dr == 2 Z a0 pa2 � r2 
os� dr � 2 Z a0 pa2 � r2 sin� dr + 2 Z a0 r2(
os�� sin�)pa2 � r2 dr++2 Z a0 pa2 � r2 
os� dr � 2 Z a0 pa2 � r2 sin� dr + 2 Z a0 r2(
os�� sin�)pa2 � r2 dr == 4 (
os�� sin�) � Z a0 pa2 � r2 dr| {z }I1 +4 (
os�� sin�) � Z a0 r2pa2 � r2 dr| {z }I2 .Avem:I1 = Z a0 a2pa2 � r2 dr+Z a0 r � �rpa2 � r2 dr = a2 ar
sin ra ����a0 +r �pa2 � r2���a0�Z a0 pa2 � r2 dr,de unde rezult�a 
�a I1 = �a24 ; iar:I2 = � Z a0 r � �rpa2 � r2 dr = �r � pa2 � r2���a0 + Z a0 pa2 � r2 dr = �a24 .De
i:I = 4 (
os�� sin�) � �a24 � 2 = 2�a2(
os�� sin�) = 2�a2 �sin��2 � ��� sin�� == 4�a2 � sin �2 � 2�2 
os �4 = 2�a2p2 sin��4 � ��.4. S�a se 
al
uleze lu
rul me
ani
 al 
âmpului ~F (~r) = P~i+Q~j; ~r = x~i + y~j, unde:P (x; y) = 3a(x2 + y2)� y3; Q(x; y) = 3xy(2a� y),
are a
t�ioneaz�a asupra masei unitate, 
ând a
easta din urm�a se deplaseaz�a de-a lungulunui semi
er
 de diametru AB 
are nu 
ont�ine originea O(0; 0), A(�a; a), B(a; a) �si apoipe 
onturul �̂n
his format din semi
er
ul AB �si segmentul BA, par
urse �̂n sens dire
ttrigonometri
.



Integrale 
urbilinii de al doilea tip 221Rezolvare. Semi
er
ul _BA �si segmentul AB (vezi Figura 4.2.10) au parametriz�arileurm�atoare:_BA: 8<: x = a 
os ty = a+ a sin t; t 2 [0; �℄; AB : 8<: x = ty = a; t 2 [�a; a℄;(
er
ul de diametru AB are e
uat�ia x2 + (y � a)2 � a2 = 0).
A B

D

O

x

y

Figura  4.2.10

a

a-a

2a

Atun
i:I1 = Z _BA P (x; y) dx+Q(x; y) dy = Z �0 ff3a[a2 
os2 t+a2(1 + sin t)2℄�a3(1 + sin t)3g��(�a sin t) + 3a2 
os t(1 + sin t) � (2a� a� a sin t) � a 
os tg dt = Z �0 f[3a3(
os2 t + sin2 t++1+2 sin t)�a3(1+3 sin t+3 sin2 t+sin3 t)℄ �(�a sin t)+3a4 
os2 t(1+sin t)(1�sin t)g dt == a4 Z �0 [(6 + 6 sin t� 1� 3 sin t� 3 sin2 t� sin3 t) � (� sin t) + 3(1� 2 sin2 t + sin4 t)℄ dt == a4 Z �0 (�5 sin t� 3 sin2 t + 3 sin3 t+ sin4 t + 3� 6 sin2 t + 3 sin4 t) dt == a4 Z �0 (3� 5 sin t� 9 sin2 t+ 3 sin3 t+ 4 sin4 t) dt = a4 � 3� + 5a4 
os t����0��92a4 Z �0 (1� 
os 2t) dt� 3a4 Z �0 (1� 
os2 t) � (
os t)0 dt+ a4 Z �0 (1� 
os 2t)2 dt == 3�a4� 10a4� 92a4�� 3a4  
os t� 
os3 t3 ! �����0 + a4�� a4 sin 2t����0 + a42 Z �0 (1 + 
os 4t) dt == 3�a4 � 10a4 � 92a4� + 4a4 + a4� + a4�2 = �6a4.Pe segmentul AB avem:I2 = Z a�af[3a(t2 + a2)� a3℄ � 1 + 3ta(2a� a) � 0g dt = 3at33 ����a�a + 2a3t���a�a = 6a4:De
i I _BAB = I1 + I2 = �6a4 + 6a4 = 0.O alt�a modalitate de 
al
ul a 
elor dou�a integrale I1 �si I _BAB este urm�atoarea: alegemun domeniu simplu 
onex D 
are 
ont�ine �si semi
er
ul _AB �si segmentul AB (vezi Figura4.2.10). Fun
t�iile P �si Q sunt 
ontinue 
u derivatele part�iale �P�y = 6ay � 3y2 �si �Q�x =
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ontinue pe D �si �̂n plus �P�y = �Q�x . Conform Teoremei 4.2.4 rezult�a 
�aZ P dx+Qdy este independent�a de drum, de
i:Z _BA P dx+Qdy = ZBA P dx+Qdy = �I2 = �6a4,iar Z _BAB P dx+Qdy = 0, _BAB �ind un 
ontur �̂n
his.5. S�a se 
al
uleze lu
rul me
ani
 al fort�ei gravitat�ionale ~F (~r) = k~rr3 , unde ~r == x~i+ y~j+ z~k, iar r = px2 + y2 + z2, 
are a
t�ioneaz�a asupra masei unitate 
ând a
eastadin urm�a se deplaseaz�a din pun
tul M1(x1; y1; z1) �̂n pun
tul M2(x2; y2; z2).Rezolvare. E
uat�iile 
anoni
e ale segmentului M1M2 sunt:x� x1x2 � x1 = y � y1y2 � y1 = z � z1z2 � z1 (= t),de unde obt�inem e
uat�iile parametri
e:8>>><>>>: x = x1 + t(x2 � x1)y = y1 + t(y2 � y1)z = z1 + t(z2 � z1); t 2 [0; 1℄:Astfel rezult�a:I = ZM1M2 k(x dx + y dy + z dz)(x2 + y2 + z2)3=2 = k Z 10 n[x1 + t(x2 � x1)℄ � (x2 � x1) + [y1 + t(y2��y1)℄ � (y2 � y1) + [z1 + t(z2 � z1)℄ � (z2 � z1)o.nf[x21 + t2(x2 � x1)2 + 2tx1(x2 � x1) + y21++t2(y2 � y1)2 + 2ty1(y2 � y1) + z21 + t2(z2 � z1)2 + 2tz1(z2 � z1)℄g3=2o dt == k2 Z 10 n2t[(x2�x1)2+(y2�y1)2+(z2�z1)2℄+2x1(x2�x1)+2y1(y2�y1)+2z1(z2�z1)o..nft2[(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + (z2 � z1)2℄ + 2t[x1(x2 � x1) + y1(y2 � y1) + z1(z2 � z1)℄++(x21 + y21 + z21)g3=2o dt = k2 � 1�1=2nt2[(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + (z2 � z1)2℄++2t[x1(x2 � x1) + y1(y2 � y1) + z1(z2 � z1)℄ + (x21 + y21 + z21)o�1=2���10 == �kh(x22 + y22 + z22)�1=2 � (x21 + y21 + z21)�1=2i = k0� 1qx21 + y21 + z21 � 1qx22 + y22 + z221A == k � 1r1 � 1r2� ; unde ri = qx2i + y2i + z2i ; i = 1; 2.6. Integrala Z _AB y dx� x dy(x+ y)2 este independent�a de drum ? S�a se 
al
uleze valoareaei 
ând A(1; 0), B(2; 3).Rezolvare. Consider�am fun
t�iile P (x; y) = y(x+ y)2 ; Q(x; y) = �x(x+ y)2 de�nitepe un domeniu D simplu 
onex 
are 
ont�ine pun
tele A �si B �si nu taie bise
toarea a doua(vezi Figura 4.2.11).
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Figura  4.2.11Fun
t�iile P �si Q sunt 
ontinue 
u derivate part�iale 
ontinue �si:�P�y = x� y(x+ y)3 ; �Q�x = x� y(x + y)3 .De
i �P�y = �Q�x . Dedu
em 
�a Z P dx+Qdy este independent�a de drum. Ne alegemdrumuri paralele 
u axele de 
oordonate in
luse �̂n domeniul D, �si anume AC �si CB.Segmentele AC �si CB au parametriz�arile:AC : 8<: x = ty = 0; t 2 [1; 2℄; CB : 8<: x = 2y = t; t 2 [0; 3℄:Avem:I = Z 21 0 � 1� t � 0t2 dt+ Z 30 t � 0� 2 � 1(t+ 2)2 dt = 2t+ 2 ����30 = �35.O alt�a metod�a de 
al
ul a integralei de mai sus este determinarea primitivei F , 
areveri�
�a relat�ia dF = P dx +Qdy, adi
�a:�F�x = P = y(x+ y)2 ; �F�y = Q = �x(x+ y)2 .Integrând �̂n raport 
u x prima relat�ie de mai sus obt�inem F (x; y) = � yx + y +'(y):Prin derivare �̂n raport 
u y, rezult�a �F�y = �x(x+ y)2 + '0(y): Egalând a
east�a expresie
u Q dedu
em 
�a '0(y) = 0, de
i '(y) = C. Rezult�a 
�a F (x; y) = � yx + y (lu�am C = 0).Atun
i: Z _AB P dx+Qdy = F (2; 3)� F (1; 0) = �35.Fun
t�ia F o putem determina �si apli
ând formula:F (x; y) = Z xx0 P (t; y) dt+ Z yy0 Q(x0; t) dt; (x0; y0) 2 D pun
t �xat.Pentru x0 = 1; y0 = 0 rezult�a:F (x; y) = Z x1 y(t+ y)2 dt+ Z y0 �1(1 + t)2 dt = � yt + y ����x1 + 11 + t ����y0 = � yx + y .Iar Z _AB P dx+Qdy = F (2; 3)� F (1; 0) = �35.



224 Capitolul 47. Constatând �̂n prealabil 
�a expresia de sub semnul integral�a este o diferent�ial�atotal�a, s�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale 
urbilinii:a) Z (2;3)(�1;2) x dy + y dx; b) Z (1;2)(2;1) y dx� x dyx2 de-a lungul unui drum 
are nu inter-se
teaz�a axa Oy; 
) Z (6;8)(1;0) x dx+ y dypx2 + y2 de-a lungul unui drum 
are nu tre
e prin O;d) Z (�a;�b)(a;b) rqx2 + y2 � x dx+rqx2 + y2 + x dy; a; b; � > 0.Rezolvare. a) Avem P (x; y) = y; Q(x; y) = x de�nite pe IR2 (domeniu simplu
onex) �si �P�y = �Q�x = 1. Rezult�a 
�a Z P dx + Qdy este independent�a de drum pe IR2.Alegem drumuri paralele 
u axele de 
oordonate AC �si CB (vezi Figura 4.2.12):AC : 8<: x = ty = 2; t 2 [�1; 2℄; CB : 8<: x = 2y = t; t 2 [2; 3℄:
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Figura  4.2.12
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Figura  4.2.13Rezult�a:Z _AB P dx+Qdy = Z 2�1(t � 0 + 2 � 1) dt+ Z 32 (2 � 1 + t � 0) dt = 2t���2�1 + 2t���32 = 8.Primitiva F �̂n a
est 
az, 
u dF = P dx + Qdy, adi
�a �F�x = P; �F�y = Q, esteF (x; y) = xy + C. De
i:Z _AB P dx+Qdy = F (2; 3)� F (�1; 2) = 8.b) Consider�am fun
t�iile P (x; y) = yx2 ; Q(x; y) = � xx2 = �1x de�nite pe un domeniuD simplu 
onex 
are nu interse
teaz�a axa Oy (vezi Figura 4.2.13). Avem �P�y = 1x2 = �Q�x ,iar fun
t�iile P �si Q sunt 
ontinue 
u derivate part�iale 
ontinue. Conform Teoremei 4.2.4rezult�a 
�a integrala Z P dx + Qdy este independent�a de drum pe D. Alegem drumuriparalele 
u axele de 
oordonate AC �si CB:AC : 8<: x = ty = 1; t 2 [2; 1℄; CB : 8<: x = 1y = t; t 2 [1; 2℄:De
i: Z _AB P dx+Qdy = Z 12 dtt2 � Z 21 dt1 = �1t ����12 � t���21 = �32 :
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urbilinii de al doilea tip 225Primitiva F (dF = P dx+Qdy, adi
�a �F�x = P; �F�y = Q) este ai
i F (x; y) = �yx+C.De
i: Z _AB P dx+Qdy = F (1; 2)� F (2; 1) = �32.
) Consider�am fun
t�iile P (x; y) = xpx2 + y2 ; Q(x; y) = ypx2 + y2 , de�nite pe undomeniu D simplu 
onex 
are nu 
ont�ine O �si 
are 
ont�ine pun
tele A(1; 0); B(6; 8) (veziFigura 4.2.14). Apoi �P�y = �Q�x = �xy(x2 + y2)3=2 ; adi
�a integrala Z P dx + Qdy esteindependent�a de drum. Alegem drumuri paralele 
u axele de 
oordonate AC �si CB:AC : 8<: x = ty = 0; t 2 [1; 6℄; CB : 8<: x = 6y = t; t 2 [0; 8℄:Rezult�a:I = Z 61 tt dt+ Z 80 tpt2 + 36 dt = t���61 +pt2 + 36���80 = 9.În a
est 
az primitiva F este F (x; y) = px2 + y2 + C, de
i:Z _AB P dx +Qdy = F (6; 8)� F (1; 0) = 9.
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Figura  4.2.15

a

d) Avem P (x; y) = qpx2 + y2 � x; Q(x; y) = qpx2 + y2 + x, de�nite pe un dome-niu simplu 
onex D � IR2 (vezi Figura 4.2.15). Derivatele part�iale �P�y �si �Q�x sunt:�P�y = y2px2 + y2 �qpx2 + y2 � x;�Q�x = qpx2 + y2 + x2px2 + y2 = y2px2 + y2 �qpx2 + y2 � x ,deoare
e qpx2 + y2 + x = yqpx2 + y2 � x .De
i �P�y = �Q�x ; adi
�a integrala Z P dx+Qdy este independent�a de drum. Pentrua 
al
ula integrala din enunt� alegem drumul � dreapta AB (A(a; b), B(�a; �b)), de e
uat�ii
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e (�) : 8<: x = aty = bt; t 2 [1; �℄: Rezult�a atun
i:I = Z �1 �qpa2t2 + b2t2 � at � a +qpa2t2 + b2t2 + at � b� dt == �aqpa2 + b2 � a + bqpa2 + b2 + a� Z �1 t1=2 dt = 23 ��3=2 � 1� �aqpa2 + b2 � a++bqpa2 + b2 + a�.8. i) S�a se arate 
�a forma:! = e�yx2 + y2 [(x sinx� y 
os x) dx + (x 
os x+ y sin x) dy℄este diferent�ial�a total�a.ii) Notând 
u I(R) integrala lui ! pe semi
er
ul x2 + y2 = R2; y � 0 par
urs �̂n sensdire
t trigonometri
, s�a se determine limR!0 I(R) �si limR!1 I(R).iii) Se noteaz�a 
u � drumul orientat �̂n sens dire
t trigonometri
 format de dou�asemi
er
uri analoage pre
edentului de raze R1 �si R2 (0 < R1 < R2) �si de segmentele[�R2;�R1℄ �si [R1; R2℄ ale axei Ox. S�a se 
al
uleze integrala lui ! pe � �si limita sa 
ândR1 ! 0 �si R2 !1. S�a se dedu
�a Z 10 sin tt dt.Rezolvare. i) Fun
t�iile:P (x; y) = e�y(x sinx� y 
os x)x2 + y2 �si Q(x; y) = e�y(x 
os x + y sin x)x2 + y2sunt de�nite pe un domeniu D � IR2 simplu 
onex 
are nu 
ont�ine originea, (vezi Figura4.2.17). Avem:�P�y = e�y(�x sin x+ y 
os x� 
os x)(x2 + y2)� 2ye�y(x sinx� y 
os x)(x2 + y2)2 == e�y(�x3 sinx� xy2 sinx + x2y 
os x+ y3 
os x� x2 
os x+ y2 
os x� 2xy sinx)(x2 + y2)2 ,iar �Q�x = e�y(
os x� x sin x+ y 
os x)(x2 + y2)� 2xe�y(x 
os x+ y sinx)(x2 + y2)2 == e�y(�x2 
os x� x3 sinx + y2 
os x + x2y 
os x + y3 
os x� xy2 sin x� 2xy sinx)(x2 + y2)2 .De
i �P�y = �Q�x .ii) Pentru a 
al
ula I(R) 
onsider�am semi
er
ul (�0) : x = R 
os t; y = R sin t,t 2 [0; �℄ (vezi Figura 4.2.16). Rezult�a:I(R) = Z�0 ! = Z �0 (e�R sin tR2 f[R 
os t sin (R 
os t)� R sin t 
os (R 
os t)℄ � (�R sin t)++[R 
os t 
os (R 
os t) + R sin t sin (R 
os t)℄ � (R 
os t)g�dt=Z �0 e�R sin tf[
os t sin (R 
os t)�� sin t 
os (R 
os t)℄ � (� sin t) + [
os t 
os (R 
os t) + sin t sin (R 
os t)℄ � 
os tg dt =
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urbilinii de al doilea tip 227= Z �0 e�R sin t[� sin t sin (R 
os t� t)+
os t 
os (R 
os t� t)℄ dt = Z �0 e�Rsin t 
os (R 
os t) dt.Avem:jI(R)j � Z �0 e�Rsin t dt = Z �=20 e�R sin t dt+ Z ��=2 e�R sin t dt = 2 Z �=20 e�R sin t dt.Deoare
e 0 < xsin x � �2 ; 8 x 2 �0; �2 � ; rezult�a 
�a sinx � 2x� ; 8 x 2 �0; �2 � sau� sin t � �2t� ; 8 t 2 �0; �2 �.De
i:jI(R)j � 2 Z �=20 e�2Rt=� dt = � �Re�2Rt=������=20 = �R �1� e�R�! 0; pentru R!1.Rezult�a limR!1 I(R) = 0:Apoi, privind I(R) 
a o integral�a depinzând de parametrul R, avem:limR!0 e�R sin t 
os (R 
os t) = 1; 8 t 2 [0; �℄,
onvergent��a 
are este uniform�a, deoare
e:���e�Rsin t 
os (R 
os t)� 1��� � ���e�Rsin t 
os (R 
os t)� 
os (R 
os t)���+ j 
os (R 
os t)�1j �� ���e�Rsin t � 1���+ j 
os (R 
os t)� 1j � R sin t + 2 sin2 R 
os t2 � R + 2�R 
os t2 �2 �� R + R22 ; 8 t 2 [0; �℄;(am folosit inegalitatea �e�u + 1 � u; 8 u � 0); iar limR!0 R + R22 ! = 0.Rezult�a astfel 
�a putem tre
e la limit�a sub semnul integral�a �̂n I(R) �si obt�inem:limR!0 I(R) = Z �0 1 dt = �.
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iii) Conturul � este format din: � = �1 [ �2 [ �3 [ �4 (vezi Figura 4.2.17). Avem:Z�1 ! = � Z �0 e�R1 sin t 
os (R1 
os t) dt; Z�3 ! = Z �0 e�R2 sin t 
os (R2 
os t) dt,Z�2 ! = Z R2R1 1t2 (t sin t) dt = Z R2R1 sin tt dt; ((�2) : x = t; y = 0; t 2 [R1; R2℄),



228 Capitolul 4iar Z�4 ! = Z �R1�R2 1t2 (t sin t) dt = Z �R1�R2 sin tt dt �t=u= Z R2R1 sinuu du,((�4) : x = t; y = 0; t 2 [�R2;�R1℄).Dar Z� ! = 0, deoare
e � este o 
urb�a �̂n
his�a in
lus�a �̂ntr-un domeniu D simplu
onex, iar Z ! este independent�a de drum pe D (
onform pun
tului i)). Rezult�a 
�a:Z�1 ! + Z�2 ! + Z�3 ! + Z�4 ! = 0 ,� Z �0 e�R1 sin t 
os (R1 
os t) dt+ Z �0 e�R2 sin t 
os (R2 
os t) dt+ 2 Z R2R1 sin tt dt = 0:Tre
ând la limit�a pentru R1 ! 0 �si R2 !1, 
onform pun
tului ii) avem:limR1!0 Z�1 ! = �; iar limR2!1 Z�2 ! = 0.De
i �� + 2 Z 10 sin tt dt = 0 ) Z 10 sin tt dt = �2 .9. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale 
urbilinii de diferent�iale totale:a) Z (2;3;�4)(1;1;1) x dx+ y2 dy � z3 dz; b) Z (x2;y2;z2)(x1;y1;z1) x dx+ y dy + z dzpx2 + y2 + z2 ;unde pun
tul (x1; y1; z1) este situat pe sfera de e
uat�ie x2 + y2 + z2 = a2, iar pun
tul(x2; y2; z2) este situat pe sfera de e
uat�ie x2 + y2 + z2 = b2; (a; b > 0).Rezolvare. a) Fun
t�iile P (x; y; z) = x; Q(x; y; z) = y2; R(x; y; z) = �z3 suntde�nite pe IR3 (domeniu simplu 
onex), sunt 
ontinue 
u derivate part�iale 
ontinue �si:�P�y = �Q�x = 0; �Q�z = �R�y = 0; �R�x = �P�z = 0.De
i integrala Z P dx+Qdy +Rdz este independent�a de drum pe IR3. Pentru a o
al
ula alegem drumuri paralele 
u axele de 
oordonate:A(1; 1; 1)! B(2; 1; 1)! C(2; 3; 1)! D(2; 3;�4); unde:AB : 8>>><>>>: x = ty = 1z = 1; t 2 [1; 2℄; BC : 8>>><>>>: x = 2y = tz = 1; t 2 [1; 3℄; CD : 8>>><>>>: x = 2y = 3z = t; t 2 [1;�4℄:De
i:Z _AB P dx+Qdy+Rdz = Z 21 t dt+ Z 31 t2 dt� Z �41 t3 dt = t22 ����21 + t33 ����31� t44 �����41 = �64312 .O alt�a metod�a de 
al
ul este determinarea fun
t�iei F , primitiva, 
u proprietatea:dF (x; y; z) = P (x; y; z) dx+Q(x; y; z) dy +R(x; y; z) dz,adi
�a �F�x = x; �F�y = y2; �F�z = �z3: Integrând �̂n raport 
u x prima relat�ie de mai susrezult�a 
�a F (x; y; z) = x22 +'(y; z): Derivând a
east�a ultim�a relat�ie �̂n raport 
u y �si z �si
omparând 
u Q �si respe
tiv R, rezult�a �'�y = y2, �'�z = �z3: Din prima relat�ie de mai



Integrale 
urbilinii de al doilea tip 229sus rezult�a '(y; z) = y33 +  (z); de
i folosind a doua relat�ie dedu
em 
�a  0(z) = �z3sau  (z) = �z44 + C. Obt�inem astfel '(y; z) = y33 � z44 + C, iar:F (x; y; z) = x22 + y33 � z44 + C.De
i: Z _AD P dx+Qdy +Rdz = F (2; 3;�4)� F (1; 1; 1) = �64312 .Fun
t�ia F o putem determina �si 
u ajutorul formulei:F (x; y; z) = Z xx0 P (t; y; z) dt+ Z yy0 Q(x0; t; z) dt+ Z zz0 R(x0; y0; t) dt,unde (x0; y0; z0) este un pun
t �xat din IR3. Alegând x0 = y0 = z0 = 0 rezult�a:F (x; y; z) = Z x0 t dt+ Z y0 t2 dt+ Z z0 (�t3) dt = t22 ����x0 + t33 ����y0 � t44 ����z0 = x22 + y33 � z44 ,iar Z _AD P dx+Qdy +Rdz = F (2; 3;�4)� F (1; 1; 1) = �64312 .b) Avem P (x; y; z) = xpx2 + y2 + z2 ; Q(x; y; z) = ypx2 + y2 + z2 ; R(x; y; z) == zpx2 + y2 + z2 : Alegem un domeniu D simplu 
onex din IR3 
are 
ont�ine pun
tele A�si B , dar nu 
ont�ine originea.Apoi:�P�y = �xy(x2 + y2 + z2)3=2 = �Q�x ; �Q�z = �yz(x2 + y2 + z2)3=2 = �R�y ;�R�x = �xz(x2 + y2 + z2)3=2 = �P�z .De
i Z P dx+Qdy +Rdz este independent�a de drum pe D.Da
�a O 62 AB (vezi Figura 4.2.18) �si D este ales astfel �̂n
ât AB � D atun
i nealegem drumul AB:AB : 8>>><>>>: x = x1 + t(x2 � x1)y = y1 + t(y2 � y1)z = z1 + t(z2 � z1); t 2 [0; 1℄Rezult�a:Z _AB P dx+Qdy+Rdz = Z 10 n[x1 + t(x2 � x1)℄(x2 � x1) + [y1 + t(y2 � y1)℄(y2� y1)++[z1 + t(z2 � z1)℄(z2 � z1)o�nq[x1 + t(x2�x1)℄2 + [y1 + t(y2�y1)℄2 + [z1 + t(z2�z1)℄2o== q[x1 + t(x2 � x1)℄2 + [y1 + t(y2 � y1)℄2 + [z1 + t(z2 � z1)℄2���10 = qx22 + y22 + z22��qx21 + y21 + z21 = b� a.Da
�a O 2 AB alegem D astfel �̂n
ât s�a 
ont�in�a pun
tele A �si B, s�a nu 
ont�in�a pe O�si s�a 
ont�in�a drumurile AC, CD, DB (paralele 
u axele de 
oordonate), unde:
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Figura  4.2.19A(x1; y1; z1)! C(x2; y1; z1)! D(x2; y2; z1)! B(x2; y2; z2),da
�a �e
are nu 
ont�ine originea (vezi Figura 4.2.19). Sau putem 
onsidera un semi
er
situat pe sfera 
entrat�a �̂n pun
tul M �x1 + x22 ; y1 + y22 ; z1 + z22 � �si de raz�a AB2 saupentru a evita 
al
ule prea lungi putem folosi fun
t�ia F (primitiva), dF (x; y; z) =P dx+Qdy +Rdz; adi
�a:�F�x = xpx2 + y2 + z2 ; �F�y = ypx2 + y2 + z2 ; �F�z = zpx2 + y2 + z2 .Din relat�iile de mai sus rezult�a F (x; y; z) = px2 + y2 + z2 + C: De
i:Z _AB P dx+Qdy +Rdz = F (x2; y2; z2)� F (x1; y1; z1) = qx22 + y22 + z22��qx21 + y21 + z21 = b� a.10. S�a se determine fun
t�iile z ale 
�aror diferent�iale totale sunt:a) dz = (x2 + 2xy � y2) dx+ (x2 � 2xy � y2) dy;b) dz = ex [ey(x� y + 2) + y℄ dx + ex [ey(x� y) + 1℄ dy.Rezolvare. a) Fun
t�iile P (x; y) = x2 + 2xy � y2; Q(x; y) = x2 � 2xy � y2 de�nitepe IR2 sunt 
ontinue 
u derivate part�iale 
ontinue �si �P�y = 2x�2y = �Q�x : De
i 9 z astfel�̂n
ât dz = P dx+Qdy. Fun
t�ia z se poate determina folosind derivatele sale part�iale:�z�x = P = x2 + 2xy � y2; �z�y = Q = x2 � 2xy � y2.Rezult�a 
�a z(x; y) = x33 + x2y � y2x + '(y); de unde �z�y = x2 � 2xy + '0(y) = Q: De
i'0(y) = �y2 ) '(y) = �y33 + C. Rezult�a:
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urbilinii de al doilea tip 231z(x; y) = x33 + x2y � y2x� y33 + C:Sau se poate folosi formula:z(x; y) = Z xx0 P (t; y) dt+ Z yy0 Q(x0; t) dt; (x0; y0) 2 IR2.Luând x0 = y0 = 0 obt�inem:z(x; y) = Z x0 (t2 + 2ty � y2) dt+ Z y0 (�t2) dt =  t33 + t2y � y2t! ����x0 � t33 ����y0 == x33 + x2y � xy2 � y33 .b) Fun
t�iile P (x; y) = ex [ey(x� y + 2) + y℄ ; Q(x; y) = ex [ey(x� y) + 1℄ de�nite peIR2 sunt 
ontinue 
u derivate part�iale 
ontinue pe IR2. În plus:�P�y = ex [ey(x� y + 1) + 1℄ = �Q�x .Rezult�a 
�a 9 z astfel �̂n
ât dz(x; y) = P (x; y) dx+Q(x; y) dy. Avem:�z�x = P = ex [ey(x� y + 2) + y℄ ; �z�y = Q = ex [ey(x� y) + 1℄,de unde rezult�a:z(x; y) = Z ey � xex dx+ Z ex(ey(2� y) + y) dx = ex+yx� ex+y + ex[ey(2� y) + y℄++'(y) = ex+y(x� y + 1) + exy + '(y).Apoi �z�y = ex+y(x� y) + ex + '0(y) = Q; de unde rezult�a 
�a '0(y) = 0, de
i '(y) = C,iar: z(x; y) = ex+y(x� y + 1) + yex + C.Fun
t�ia z se poate determina folosind �si formula:z(x; y) = Z x0 et[ey(t� y + 2) + y℄ dt+ Z y0 [et(�t) + 1℄ dt = et+y � t���x0 � et+y���x0��et+y(y � 2)���x0 + yet���x0 � tet���y0 + et���y0 + t���y0 = ex+y(x� y + 1) + yex � 1; (x0 = y0 = 0).De
i z(x; y) = ex+y(x� y + 1) + yex + C.11. S�a se determine fun
t�iile ale 
�aror diferent�iale totale sunt:a) du = (x2 � 2yz) dx+ (y2 � 2xz) dy + (z2 � 2xy) dz;b) du = (x + y � z) dx+ (x + y � z) dy + (x+ y + z) dzx2 + y2 + z2 + 2xy .Rezolvare. a) Fun
t�iile P (x; y; z) = x2 � 2yz; Q(x; y; z) = y2 � 2xz; R(x; y; z) == z2 � 2xy sunt de�nite pe IR3, 
ontinue �si 
u derivate part�iale 
ontinue. În plus:�P�y = �2z = �Q�x ; �Q�z = �2x = �R�y ; �R�x = �2y = �P�z .De
i 9 u astfel �̂n
ât du = P dx+Qdy +Rdz: Avem:�u�x = P = x2 � 2yz; �u�y = Q = y2 � 2xz; �u�z = R = z2 � 2xy,de unde rezult�a u(x; y) = x33 � 2xyz + '(y; z): Derivatele fun
t�iei u �̂n raport 
u y �si zsunt:



232 Capitolul 4�u�y = �2xz + �'�y = y2 � 2xz; �u�z = �2xy + �'�z = z2 � 2xy,de unde dedu
em 
�a �'�y = y2; �'�z = z2: Rezult�a '(y; z) = y3 + z33 + C; iar:u(x; y; z) = x3 + y3 + z33 � 2xyz + C.Fun
t�ia u se mai poate determina folosind formula:u(x; y; z) = Z x0 P (t; y; z) dt+ Z y0 Q(0; t; z) dt+ Z z0 R(0; 0; t) dt = Z x0 (t2 � 2yz) dt++ Z y0 t2 dt+ Z z0 t2 dt = x3 + y3 + z33 � 2xyz;(x0 = y0 = z0 = 0).De
i u(x; y; z) = x3 + y3 + z33 � 2xyz + C:b) Fun
t�iile P (x; y; z) = x + y � zx2 + y2 + z2 + 2xy ; Q(x; y; z) = x + y � zx2 + y2 + z2 + 2xy ;R(x; y; z) = x+ y + zx2 + y2 + z2 + 2xy sunt de�nite pe IR3 n (d), unde (d) : x + y = 0; z = 0este o dreapt�a din planul (xOy), (este a doua bise
toare). Alegem un domeniu D simplu
onex 
are nu interse
teaz�a dreapta (d) �si avem:�P�y = �x2 � y2 + z2 + 2yz � 2xy + 2xz(x2 + y2 + z2 + 2xy)2 = �Q�x ,�Q�z = �x2 � y2 + z2 � 2xy � 2yz � 2xz(x2 + y2 + z2 + 2xy)2 = �R�y ,�R�x = �x2 � y2 + z2 � 2xy � 2xz � 2yz(x2 + y2 + z2 + 2xy)2 = �P�z .Rezult�a 
�a 9 u astfel �̂n
ât du = P dx+Qdy +Rdz; adi
�a:�u�x = x + y � zx2 + y2 + z2 + 2xy ; �u�y = x+ y � zx2 + y2 + z2 + 2xy ; �u�z = x + y + zx2 + y2 + z2 + 2xy .Integrând �̂n raport 
u x prima relat�ie de mai sus obt�inem:u(x; y; z) = Z x+ y � zx2 + y2 + z2 + 2xy dx = Z x + y � z(x+ y)2 + z2 dx = 12 ln (x2 + y2 + z2++2xy)� ar
tg x + yz + '(y; z).Derivând fun
t�ia u de mai sus �̂n raport 
u y �si z, rezult�a:�u�y = x + y � zx2 + y2 + z2 + 2xy + �'�y ; �u�z = x + y + zx2 + y2 + z2 + 2xy + �'�z .Egalând derivatele de mai sus 
u Q, respe
tiv 
u R, obt�inem �'�y = �'�z = 0; de
i'(y; z) = C: Rezult�a astfel 
�a:u(x; y; z) = 12 ln (x2 + y2 + z2 + 2xy)� ar
tg x + yz + C.O alt�a metod�a de 
al
ul a primitivei u este formula:u(x; y; z) = Z x0 t+ y � zt2 + y2 + z2 + 2ty dt+ Z y0 t� zt2 + z2 dt+ Z z1 tt2 dt =



Integrale 
urbilinii de al doilea tip 233= Z x0 (t+ y)� z(t + y)2 + z2 dt+ Z y0 t� zt2 + z2 dt+ Z z1 dtt = 12 ln [(t + y)2 + z2℄���x0 � ar
tg t + yz ����x0++12 ln (t2 + z2)���y0 � ar
tg tz ����y0 + ln t���z1 = 12 ln (x2 + y2 + z2 + 2xy)� 12 ln (y2 + z2)��ar
tg x + yz + ar
tg yz + 12 ln (y2 + z2)� 12 ln z2 � ar
tgyz + ln z == 12 ln (x2 + y2 + z2 + 2xy)� ar
tg x + yz ,(am 
onsiderat x0 = y0 = 0; z0 = 1).Se mai poate folosi formula:u(x; y; z) = Z x0 t� 1t2 + 1 dt+ Z y0 x+ t� 1x2 + t2 + 1 + 2xt dt+ Z z1 x + y + tx2 + y2 + t2 + 2xy dt == 12 ln (t2 + 1)���x0 � ar
tg t���x0 + 12 ln (x2 + t2 + 1 + 2xt)���y0 � ar
tg (x+ t)���y0++12 ln (x2 + y2 + t2 + 2xy)���z1 + ar
tg tx + y ����z1 = 12 ln (x2 + 1)� ar
tgx++12 ln (x2 + y2 + 1 + 2xy)� 12 ln (x2 + 1)� ar
tg (x+ y) + ar
tgx + 12 ln (x2 + y2 + z2++2xy)� 12 ln (x2 + y2 + 1 + 2xy) + ar
tg zx+y � ar
tg 1x+y = 12 ln (x2 + y2 + z2 + 2xy)��ar
tg x + yz + C;(am luat x0 = y0 = 0; z0 = 1). Rezult�a:u(x; y; z) = 12 ln (x2 + y2 + z2 + 2xy)� ar
tg x+ yz + C.PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE12. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale 
urbilinii de al doilea tip:a) Z�(x+ y) dx+ (x� y) dy; unde � este elipsa x2a2 + y2b2 = 1 par
urs�a �̂n sens dire
ttrigonometri
.b) Z� (x+ y) dx� (x� y) dyx2 + y2 ; unde � este 
er
ul x2 + y2 = 4 par
urs �̂n sens dire
ttrigonometri
.
) Z�(x2�2xy) dx+(y2�2xy) dy; unde � este ar
ul de parabol�a y = x2; x 2 [�1; 1℄;par
urs de la A(�1; 1) la B(1; 1).d) Z�(x2 + y2) dx + (x2 � y2) dy; unde (�) : y = 1� j1� xj; x 2 [0; 2℄; par
urs�a �̂nsensul 
re�sterii parametrului.e) Z� xy2 dx + 2x2y dy; unde � este elipsa x2a2 + y2b2 � 1 = 0 par
urs�a �̂n sens dire
ttrigonometri
.



234 Capitolul 4f) Z� 2xy dx+x2 dy; pe drumul � 
are une�ste pun
tele O(0; 0) �si A(1; 1); da
�a � este:i) dreapta y = x; ii) parabola y = x2; iii) parabola x = y2; iv) parabola 
ubi
�a y = x3;(� par
urs de la O la A).13. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale 
urbilinii de al doilea tip:a) Z� sin y dx + sinx dy; unde � este segmentul de dreapt�a determinat de pun
teleA(0; �) �si B(�; 0), par
urs de la B la A.b) Z�(x + y) dx � y dy; unde � este determinat de 
urbele xy = 2, y = 2x, y = x2 ,x � 0.14. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale:a) Z� y2(x dy � y dx); unde (�) : 8<: x = qj 
os tj � sgn (
os t)y = qj sin tj � sgn (sin t); t 2 [0; 2�℄;unde sgn x = 8>>><>>>: 1; da
�a x > 00; da
�ax = 0�1; da
�a x < 0:b) Z� dx+ dymax fjxj; jyjg; unde � este dreptunghiul A1(�1;�1), A2(2;�1), A3(2; 1),A4(�1; 1) par
urs �̂n sens dire
t trigonometri
.15. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale 
urbilinii luate de-a lungul 
urbelor strâmbe:a) Z�(y2+z2) dx+(z2+x2) dy+(x2+y2) dz; unde � este 
urba 8<: x2 + y2 + z2 = 4axx2 + y2 = ax; z � 0;par
urs�a �̂n sens dire
t trigonometri
 da
�a privim dinspre partea pozitiv�a a axei Ox.b) Z� y dx + z dy + x dz; unde (�) : x = a 
os t; y = a sin t; z = bt; t 2 [0; 2�℄par
urs�a �̂n sensul 
re�sterii parametrului t.
) Z�(y2 � z2) dx+ (z2 � x2) dy + (x2 � y2) dz; unde � este 
onturul 
are m�argine�steport�iunea sferei x2 + y2 + z2 = 1; x > 0; y > 0; z > 0, par
urs �̂n sens dire
t trigono-metri
 da
�a privim dinspre origine.16. S�a se 
al
uleze lu
rul me
ani
 efe
tuat de fort�a gravitat�ional�a ~F = �g~k atun
i
ând pun
tul de mas�a m se deplaseaz�a din pozit�ia A(x1; y1; z1) �̂n pozit�ia B(x2; y2; z2).17. Valoarea integralei 
urbilinii:Z _AB x2 + 2xy � y2(x + y)2 dx + y2 + 2xy � x2(x+ y)2 dydepinde de drum ? S�a se 
al
uleze a
east�a integral�a pentru A(1; 0) �si B(3; 4).18. Constatând �̂n prealabil 
�a expresia de sub semnul integral�a este o diferent�ial�atotal�a, s�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale 
urbilinii:



Integrale 
urbilinii de al doilea tip 235a) Z (2;3)(0;1) (x + y) dx+ (x� y) dy; b) Z (1;0)(0;�1) x dy � y dx(x� y)2 de-a lungul unui drum 
arenu interse
teaz�a dreapta y = x; 
) Z (1;1)(0;0) ex(
os y dx� sin y dy).19. Fie ! = P (x; y) dx+Q(x; y) dy; unde:P (x; y) = 3x4 � y2(x2 + y2)x2y ; Q(x; y) = 3y4 � x2(x2 + y2)xy2 .a) S�a se arate 
�a �̂n domeniul D = f(x; y) 2 IR2; x > 0; y > 0g 
ele dou�a fun
t�iisunt 
ontinuu diferent�iabile �si �P�y = �Q�x .b) S�a se determine �̂n D o fun
t�ie U a 
�arei diferent�ial�a este ! : dU = !.
) S�a se 
al
uleze valoarea integralei 
urbilinii Z� !; 
urba � �ind de�nit�a prin:x = t+ 
os2 t; y = 1 + sin2 t; t 2 �0; �2 �.20. S�a se arate 
�a P dx+Qdy = x + yx2 + y2 dx+ y � xx2 + y2 dy; de�nit�a pe IR2 n f(0; 0)gnu este o diferent�ial�a total�a, de�si �P�y = �Q�x .21. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale 
urbilinii de diferent�iale totale:a) Z (6;1;1)(1;2;3) yz dx+ xz dy + xy dz; b) Z (x1;y1;z1)(x0;y0;z0) z2 dx+ 2yz dy + (2xz + y2) dz.22. S�a se determine fun
t�iile z ale 
�aror diferent�iale totale sunt:a) dz = y dx� x dy3x2 � 2xy + 3y2 ; b) dz = x2y(x2 + 3y2) dx+ x3(x2 � y2) dy(x2 + y2)2 ;
) dz = y2 dx+ dy(1� xy)2 .23. S�a se determine fun
t�iile ale 
�aror diferent�iale totale sunt:a) du =  1� 1y + yz! dx +  xz + xy2! dy � xyz2 dz;b) du = z  1x2y � 1x2 + z2! dx+ z dyxy2 +  xx2 + z2 � 1xy! dz.



Capitolul 5INTEGRALE MULTIPLE
x1. INTEGRALE DUBLE. FORMULA LUI GREEN

Fie D � IR2 o mult�ime 
arabil�a sau m�asurabil�a Jordan, adi
�a o mult�ime m�arginit�a
u proprietatea 
�a pentru 8 " > 0 9 mult�imile poligonale P"; Q" a.̂�. P" � D � Q" �siA(Q") � A(P") < ": Num�arul A(D) = supP�DA(P ) = infD�QA(Q) se nume�ste aria lui D.Prin mult�ime poligonal�a �̂nt�elegem o �gur�a plan�a m�arginit�a de una sau mai multe liniipoligonale �̂n
hise. Un domeniu 
ompa
t este 
arabil.Fun
t�ia f : D ! IR este integrabil�a pe D (mult�ime 
arabil�a), notat f 2 R(D) da
�aexist�a un num�ar real I astfel �̂n
ât 8 " > 0 9 Æ(") > 0 
u proprietatea 
�a pentru 8� 2 D(mult�imea diviziunilor lui D) 
u k�k < Æ; � = (Di)i=1;n �si 8 pun
tele zi 2 Di, i = 1; nrezult�a: j��(f; zi)� Ij < "; unde ��(f; zi) = nXi=1 f(zi) �A(Di).Num�arul I se nume�ste integrala dubl�a a fun
t�iei f pe mult�imea 
arabil�a D �si senoteaz�a ZZD f(x; y) dx dy.Propriet�at�i. a) Fie f; g : D � IR2 ! IR, D mult�ime 
arabil�a. Da
�a f 2 R(D) �sig 2 R(D), iar �; � 2 IR atun
i �f + �g 2 R(D) �si:ZZD(�f(x; y) + �g(x; y)) dx dy = � ZZD f(x; y) dx dy + � ZZD g(x; y) dx dy.b) Fie D = D1 [D2, D1; D2 mult�imi 
arabile 
u ÆD1 \ ÆD2= ;, iar f : D! IR. Da
�af 2 R(D) atun
i f 2 R(D1) �si f 2 R(D2) �si:ZZD f(x; y) dx dy = ZZD1 f(x; y) dx dy + ZZD2 f(x; y) dx dy�si invers da
�a f 2 R(D1) �si f 2 R(D2) atun
i f 2 R(D) �si are lo
 egalitatea de mai sus.
) Fie f; g : D! IR, D mult�ime 
arabil�a, f; g 2 R(D) �si f(x; y) � g(x; y); (x; y) 22 D atun
i:



Integrale duble. Formula lui Green 237ZZD f(x; y) dx dy � ZZD g(x; y) dx dy.d) Fie f : D ! IR m�arginit�a, f 2 R(D), M = sup(x;y)2D f(x; y), m = inf(x;y)2D f(x; y).Atun
i: m �A(D) � ZZD f(x; y) dx dy �M � A(D).e) Da
�a f 2 R(D) rezult�a jf j 2 R(D) �si:����ZZD f(x; y) dx dy���� � ZZD jf(x; y)j dx dy.Teorema 5.1.1. Da
�a D � IR2 este un domeniu 
ompa
t, 
u A(D) 6= 0, iar f : D!! IR este o fun
t�ie 
ontinu�a pe D atun
i f 2 R(D).Fie D � IR2 un domeniu 
ompa
t simplu �̂n raport 
u axa Oy, adi
�a de�nit deinegalit�at�ile: 8<: a � x � by2(x) � y � y1(x); unde y1; y2 : [a; b℄ ! IR sunt fun
t�ii 
ontinue �siy2(x) � y1(x); 8 x 2 [a; b℄:Teorema 5.1.2 (Fubini). Fie f : D ! IR, unde D este domeniu simplu �̂n raport
u axa Oy, dat prin inegalit�at�ile de mai sus. Presupunem:a) f 2 R(D); b) 8 x 2 [a; b℄ 9 J(x) = Z y1(x)y2(x) f(x; y) dy.Atun
i i) J 2 R[a;b℄ �siii) Z ba J(x) dx � Z ba dx Z y1(x)y2(x) f(x; y) dy = ZZD f(x; y) dx dy.Da
�a D � IR2 este un domeniu 
ompa
t simplu �̂n raport 
u axa Ox, adi
�a:8<: 
 � y � dx2(y) � x � x1(y); 
u x1; x2 : [
; d℄! IR fun
t�ii 
ontinue, x2(y) � x1(y); 8 y 22 [
; d℄ atun
i are lo
:Teorema 5.1.3 (Fubini). Fie f : D! IR, D domeniu simplu �̂n raport 
u axa Ox,
a mai sus. Da
�a:a) f 2 R(D); b) 8 y 2 [
; d℄ 9 I(y) = Z x1(y)x2(y) f(x; y) dxatun
i i) I 2 R[
;d℄ �siii) ZZD f(x; y) dx dy = Z d
 dy Z x1(y)x2(y) f(x; y) dx � Z d
 I(y) dy.Conse
int�a 5.1.1. Da
�a D este un domeniu 
ompa
t simplu �̂n raport 
u axa Oysau axa Ox, iar f : D! IR este o fun
t�ie 
ontinu�a atun
i sunt �̂ndeplinite toate ipotezeledin Teorema 5.1.2, respe
tiv Teorema 5.1.3, de
i au lo
 egalit�at�ile ii) de mai sus.Conse
int�a 5.1.2. Da
�a f este 
ontinu�a pe un domeniu D simplu �̂n raport 
u axaOx �si fat��a de axa Oy atun
i ordinea de integrare nu afe
teaz�a valoarea integralei.Teorema 5.1.4. (s
himbarea de variabile �̂n integrala dubl�a). Fie T : IR2 ! IR2 o



238 Capitolul 5transformare regulat�a, T = (';  ) (adi
�a 9 �'�xi ; � �xi ; i = 1; 2, 
ontinue �si J == D(';  )D(x1; x2) 6= 0), de e
uat�ii 8<: x = '(u; v)y =  (u; v); �̂n 
are ' �si  admit derivate part�ialede ordinul al doilea mixte 
ontinue, iar D, fD domenii plane 
ompa
te m�arginite de �,respe
tiv e� 
urbe simple, �̂n
hise �si netede (sau netede pe port�iuni) astfel �̂n
ât � = T (e�),D = T (fD). Fie f : D ! IR o fun
t�ie 
ontinu�a pe D. Atun
i are lo
 formula:ZZD f(x; y) dx dy = ZZeD f('(u; v);  (u; v)) � �����D(';  )D(u; v) ����� (u; v) du dv.În parti
ular da
�a tre
em la 
oordonate polare r �si ' dup�a formulele x = r 
os'; y == r sin', 
u D(x; y)D(r; ') = r, obt�inem formula:ZZD f(x; y) dx dy = ZZeD f(r 
os'; r sin') � r dr d'.Cal
ulul ariilor domeniilor Green. Un domeniu Green este un domeniu 
ompa
tsimplu �̂n raport 
u axa Ox sau simplu �̂n raport 
u axa Oy sau este un domeniu 
ompa
tm�arginit de o 
urb�a simpl�a, �̂n
his�a �si re
ti�
abil�a sau se des
ompune �̂ntr-un num�ar �nitde domenii de genul de mai sus. Da
�a D este un domeniu Green atun
i:A(D) = ZZD dx dy.Cal
ulul volumelor. Volumul 
ilindroidului limitat sus de suprafat�a 
ontinu�a z == f(x; y), jos de planul z = 0 �si lateral de o suprafat��a 
ilindri
�a dreapt�a 
are interse
teaz�aplanul Oxy dup�a domeniul D a 
�arui arie exist�a este egal 
u:V = ZZD f(x; y) dx dy.Apli
at�iile integralei duble �̂n me
ani
�a1Æ. Masa unei pl�a
i. Pentru o pla
�a D din planul Oxy 
u densitatea % = %(x; y) �̂npun
tul (x; y), masa sa este egal�a 
u M = ZZD %(x; y) dx dy.2Æ. Centrul de greutate. Da
�a x0; y0 sunt 
oordonatele 
entrului de greutate al pl�a
iiD atun
i x0 = 1M ZZD x � %(x; y) dx dy; y0 = 1M ZZD y � %(x; y) dx dy,unde M este masa pl�a
ii.3Æ. Momente de inert�ie. Momentul de inert�ie al pl�a
ii D din planul Oxy �̂n raport
u o dreapt�a d sau 
u un pun
t P este I = ZZD %r2 dx dy,unde r este distant�a pun
tului 
urent al pl�a
ii (x; y) la axa d, respe
tiv la pun
tul P .Momentele de inert�ie Ix �si Iy ale pl�a
ii D �̂n raport 
u axele de 
oordonatele Ox �siOy sunt Ix = ZZD %y2 dx dy; Iy = ZZD %x2 dx dy.Momentul de inert�ie al pl�a
ii D �̂n raport 
u originea 
oordonatelor este:



Integrale duble. Formula lui Green 239I0 = ZZD %(x2 + y2) dx dy.Teorema 5.1.5 (Formula lui Green). Fie D un domeniu simplu fat��a de axa Ox�si Oy 
u FrD = �, iar P �si Q : D! IR �̂ndeplines
 
ondit�iile:a) P; Q sunt 
ontinue pe D; b) 9 �P�y ; �Q�x 
ontinue pe D.Atun
i: ZZD  �Q�x � �P�y ! dx dy = Z� P (x; y) dx+Q(x; y) dy,unde � este par
urs�a �̂n sens dire
t trigonometri
.Formula se p�astreaz�a da
�a D este un domeniu Green oare
are.Conse
int�a 5.1.3. Da
�a D este un domeniu Green 
u FrD = � atun
i:A(D) = 12 Z� x dy � y dx,unde � este par
urs�a �̂n sens dire
t trigonometri
.PROBLEME REZOLVATE1. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale duble:a) ZZD x� yx+ y dx dy; unde D este de�nit prin 1 � x � 2; 2 � y � 3.b) ZZD xy2 dx dy; unde D este domeniul 
ompa
t limitat de parabola y2 = 2px �si dedreapta x = p2 (p > 0).
) ZZD(x2 + y) dx dy; unde D este domeniul 
ompa
t limitat de 
urbele y = x2 �siy2 = x.d) ZZD(x2 + y2) dx dy; unde D este domeniul 
ompa
t m�arginit de paralelogramul
u laturile y = x, y = x+ a, y = a, y = 3a, (a > 0).e) ZZD y2 dx dy; unde D este limitat de axa abs
iselor �si de prima bu
l�a a 
i
loideix = a(t� sin t); y = a(1� 
os t); t 2 [0; 2�℄.f) ZZD sin �2 �xa + yb� dx dy; unde D este domeniul 
ompa
t m�arginit de triunghiulOAB, O(0; 0), A(a; 0), B(0; b), a; b > 0.g) ZZD x2px2 + y2 dx dy; unde D este limitat de x = 0, y = 1, y = 3p2 �si y = x.h) ZZD(1� y) dx dy; unde D este de�nit prin x2 + (y � 1)2 � 1, y � x2; x � 0.i) ZZD(x+ y) dx dy; unde D este limitat de y2 = 2x, x+ y = 4, x+ y = 12.j) ZZDqjy � x2j dx dy; unde D este de�nit prin jxj � 1, 0 � y � 1.



240 Capitolul 5Rezolvare. Fun
t�iile de mai sus sunt 
ontinue pe domeniile 
ompa
te respe
tive.a) Domeniul D este simplu �si fat��a de axa Ox �si fat��a de axa Oy (vezi Figura 5.1.1).Considerând pe D simplu fat��a de axa Oy, rezult�a:I = Z 21  Z 32 x� yx+ y dy! dx = Z 21 [�y + 2x ln (y + x)℄���y=3y=2 dx = Z 21 [�1 + 2x ln (x + 3)��2x ln (x + 2)℄ dx = �1 + x2 ln (x + 3)���21 � Z 21 x2x + 3 dx� x2 ln (x + 2)���21 + Z 21 x2x + 2 dx == �1 + 4 ln 5� ln 4� Z 21 x2 + 6x+ 9� 6(x+ 3) + 9x+ 3 dx� 4 ln 4 + ln 3++ Z 21 x2 + 4x + 4� 4x� 8 + 4x + 2 dx = �1+4 ln 54 +ln 34� x22 + 3x� 6x + 9 ln (x+ 3)! ����21++ x22 + 2x� 4x+ 4 ln (x+ 2)! ����21 = 4 ln 53 � 9 ln 54 + ln 34.Integrala se poate 
al
ula 
onsiderând pe D simplu �̂n raport 
u axa Ox, de
i:I = Z 32  Z 21 x� yx+ y dx! dy = 4 ln 53 � 9 ln 54 + ln 34 = ln 21633 � 55 .

1 2

2

3

Figura 5.1.1

O

D

x

y

O D

A

B

x

y y=
2px

y=
2px

p

p/2

-p

Figura 5.1.2b) Domeniul 
ompa
tD este simplu �si �̂n raport 
u axa Ox �si �̂n raport 
u axa Oy (veziFigura 5.1.2). Considerându-l simplu �̂n raport 
u axa Oy : 8<: 0 � x � p=2�p2px � y � p2px;obt�inem:I =Z p=20  Z p2px�p2px xy2 dy! dx =Z p=20  xy33 ����y=p2pxy=�p2px! dx =Z p=20 x3 �4pxq2px� dx == 4p2p3=23 Z p=20 x5=2 dx = 4p2p3=23 � 27 �p2�7=2 = p521 :Da
�a 
onsider�am pe D 
a �ind simplu �̂n raport 
u axa Ox : 8>><>>: �p � y � py22p � x � p2 ; atun
i(A(p=2; p), B(p=2;�p)) rezult�a:



Integrale duble. Formula lui Green 241I = Z p�p  Z p=2y2=(2p) xy2 dx! dy = Z p�p  x2y22 ����x=p=2x=y2=(2p)! dy = Z p�p y22  p24 � y44p2! dy == 112p5 � 128p2p7 = p521.
) S�i ai
i domeniul 
ompa
t D este simplu �si �̂n raport 
u axa Ox �si �̂n raport 
u axaOy, (vezi Figura 5.1.3). Considerând pe D simplu �̂n raport 
u axa Oy : 8<: 0 � x � 1x2 � y � px;avem:I = Z 10  Z pxx2 (x2 + y) dy! dx = Z 10 24 x2y + y22 ! �����y=pxy=x2 35 dx == Z 10  x5=2 + x2 � x4 � x42 ! dx =  27x7=2 + x24 � 310x5! ����10 = 33140.
O

x

y

y
=

x

y  =x

1
D

1

2

2

Figura 5.1.3Da
�a 
onsider�am pe D simplu �̂n raport 
u axa Ox : 8<: 0 � y � 1y2 � x � py; atun
i:I = Z 10  Z pyy2 (x2 + y) dx! dy = Z 10 " x33 + xy! ����x=pyx=y2 # dy = Z 10  y3=23 + y3=2��y63 � y3! dy = � 815y5=2 � 121y7 � 14y4� ����10 = 33140.d) Domeniul 
ompa
t D este desenat �̂n Figura 5.1.4, adi
�a domeniul m�arginit deparalelogramul ABCD, unde A(0; a), B(a; a), C(3a; 3a), D(2a; 3a).Domeniul D este simplu �̂n raport 
u axa Ox : 8<: a � y � 3ay � a � x � y: Atun
i:I = Z 3aa �Z yy�a(x2 + y2) dx� dy = Z 3aa  x33 + xy2! ����x=yx=y�a dy = Z 3aa  y33 + y3�� (y � a)33 � y2(y � a)! dy =  13y4 � 112(y � a)4 � y44 + ay33 ! ����3aa = 14a4.Da
�a dorim s�a integr�am mai �̂ntâi �̂n raport 
u y, des
ompunem domeniul 
ompa
tD �̂n 3 subdomenii simple �̂n raport 
u Oy. Atun
i:I = ZZD1 + ZZD2 + ZZD3; ZZD1 f(x; y) dx dy = Z a0 �Z x+aa (x2 + y2) dy� dx,



242 Capitolul 5ZZD2 f(x; y) dx dy = Z 2aa �Z x+ax (x2 + y2) dy� dx;ZZD3 f(x; y) dx dy = Z 3a2a �Z 3ax (x2 + y2) dy� dx.Rezult�a I = 14a4.
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D
D

D

D

Figura 5.1.4e) Domeniul 
ompa
t D dup�a 
um se vede din Figura 5.1.5 este simplu �̂n raport 
uaxa Oy (�si �̂n raport 
u axa Ox). Atun
i:I = Z 2�a0  Z y(x)0 y2 dy! dx = Z 2�a0  y33 ����y=y(x)y=0 ! dx = 13 Z 2�a0 y3(x) dx.Fa
em s
himbarea de variabil�a x = a(t � sin t) ) y(x) = a(1 � 
os t); t 2 [0; 2�℄,dx = a(1� 
os t) dt. De
i:I = 13 Z 2�0 a3(1� 
os t)3 � a(1� 
os t) dt = a43 Z 2�0 (1� 
os t)4 dt = a43 Z 2�0 (1� 2 
os t++ 
os2 t)2 dt = a43 Z 2�0 (1 + 4 
os2 t+ 
os4 t� 4 
os t + 2 
os2 t� 4 
os3 t) dt == a43 "t� 4 sin t+ 3�t+ 12 sin 2t�� 4 sin t� sin3 t3 !+ 14�t + sin 2t++12 �t + sin 4t4 �������2�0 = 35�a412 .f) Domeniul 
ompa
t D este desenat �̂n Figura 5.1.6. Dreapta (AB) are e
uat�iay = � ba(x� a). Rezult�a (D) : 8><>: 0 � x � a0 � y � � ba(x� a) �si:I = Z a0  Z � ba (x�a)0 sin �2 �xa + yb� dy! dx = Z a0 "�2b� 
os �2 �xa + yb�# ����y=� ba (x�a)y=0 dx == Z a0  �2b� !�
os �2 �xa � 1a(x� a)�� 
os �x2a � dx = Z a0  �2b� !�
os �2 � 
os �x2a � dx == 2b� Z a0 
os �x2a dx = 4ab�2 .
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O

D
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Figura  5.1.6

a

O

D x

y

Figura  5.1.5

pa 2pa

2a

g) Domeniul 
ompa
t D desenat �̂n Figura 5.1.7 este (D) : 8<: 1 � y � 3p20 � x � y; (simplu�̂n raport 
u axa Ox). Rezult�a:I = Z 3p21  Z y0 x2px2 + y2 dx! dy.Cal
ul�am mai �̂ntâi integrala:Iy = Z y0 x2px2 + y2 dx = xqx2 + y2���y0 � Z y0 qx2 + y2 dx = y2p2� Z y0 x2px2 + y2 dx�� Z y0 y2px2 + y2 dx = y2p2� Iy � y2 ln (x +qx2 + y2)���y0 = y2p2� Iy � y2 ln (y + yp2)++y2 ln y.De
i Iy = 12y2p2� 12y2 ln (1 +p2); iar:I = 12 Z 3p21 (y2p2� y2 ln (1 +p2)) dy = 16(y3p2� y3 ln (1 +p2))��� 3p21 == 16(p2� ln (1 +p2)).
O

x

y

1

1
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Figura 5.1.7
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=
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Figura 5.1.8h) Domeniul 
ompa
t D este limitat de 
er
ul de e
uat�ie (y�1)2 = 1�x2, mai pre
isde ar
ul C1 de e
uat�ie y � 1 = �p1� x2; x � 0 �si de parabola y = x2 (vezi Figura5.1.8). De
i (D) : 8<: 0 � x � 11�p1� x2 � y � x2 este simplu �̂n raport 
u axa Oy. Rezult�a:



244 Capitolul 5I = Z 10  Z x21�p1�x2(1� y) dy! dx = Z 10  y � y22 ! ����y=x2y=1�p1�x2 dx == Z 10 "x2 � x42 � 1 +p1� x2 + 12(1�p1� x2)2# dx = Z 10  �x42 + x22 ! dx = 115.i) Domeniul 
ompa
t D este m�arginit de trapezul 
urbiliniuABDC, desenat �̂n Figura5.1.9, unde A(2; 2), B(8;�4), C(8; 4), D(18;�6). Des
ompunem pe D �̂n dou�a subdomeniisimple �̂n raport 
u axa Oy, D = D1 [D2, unde:(D1) : 8<: 2 � x � 84� x � y � p2x; (D2) : 8<: 8 � x � 18�p2x � y � 12� x:
y  =2x2

O
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1
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12 18
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x+y=12

x+y=4

D

D
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D

D

Figura 5.1.9

2

2

Rezult�a:I =Z 82  Z p2x4�x (x+ y) dy! dx + Z 188 �Z 12�x�p2x (x+ y) dy� dx =Z 82  xy + y22 ! ����y=p2xy=4�x dx++ Z 188  xy + y22 ! ����y=12�xy=�p2x dx = Z 82  xp2x+ x� x(4� x)� (4� x)22 ! dx++ Z 188 "x(12� x) + (12� x)22 + xp2x� x# dx = Z 82  x22 +p2x3=2 + x� 8! dx++ Z 188  �x22 +p2x3=2 � x+ 72! dx =  x36 + 2p25 x5=2 + x22 � 8x! ����82++ �x36 + 2p25 x5=2 � x22 + 72x! ����188 = 5431115.j) Domeniul 
ompa
t D desenat �̂n Figura 5.1.10 este simplu �̂n raport 
u axa Oy:(D) 8<: �1 � x � 10 � y � 1: De
i: I = Z 1�1 �Z 10 qjy � x2j dy� dx.Deoare
e:
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O

x

y

y
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x

D
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Figura 5.1.10jy � x2j = 8<: y � x2; pt. y � x2�y + x2; pt. y � x2; rezult�a:I = Z 1�1  Z x20 qx2 � y dy + Z 1x2 qy � x2 dy! dx = Z 1�1 "�23(x2 � y)3=2����y=x2y=0 ++23(y � x2)3=2����y=1y=x2# dx = Z 1�1 �23x3 + 23(1� x2)3=2� dx = 16x4����1�1 + 43 Z 10 (1� x2)3=2 dx == 43 Z 10 (1� x2)p1� x2 dx.Fa
em s
himbarea de variabil�a x = sin t. Obt�inem:I = 43 Z �=20 
os2 t � 
os2 t dt = 43 Z �=20 �1 + 
os 2t2 �2 dt = 13 ��2 + sin 2t����=20 ++ Z �=20 1 + 
os 4t2 dt! = �4 .2. S�a se s
himbe ordinea de integrare �̂n urm�atoarele integrale:a) Z 20 dx Z 2xx f(x; y) dy; b) Z 1�1 dx Z 1�x2�p1�x2 f(x; y) dy;
) Z 21 dx Z p2x�x22�x f(x; y) dy; d) Z e1 dx Z ln x0 f(x; y) dy,unde f este o fun
t�ie de�nit�a �si 
ontinu�a pe �e
are domeniu 
ompa
t de�nit de integralelede mai sus.Rezolvare. a) Domeniul 
ompa
t D este 8<: 0 � x � 2x � y � 2x; (vezi Figura 5.1.11).Pentru a s
himba ordinea de integrare des
ompunem pe D �̂n dou�a subdomenii D == D1 [D2, unde:(D1) : 8<: 0 � y � 2y=2 � x � y �si (D2) : 8<: 2 � y � 4y=2 � x � 2:Rezult�a:I = Z 20 dx Z 2xx f(x; y) dy = Z 20 dy Z yy=2 f(x; y) dx+ Z 42 dy Z 2y=2 f(x; y) dx.b) Domeniul 
ompa
t D este 8<: �1 � x � 1�p1� x2 � y � 1� x2; (vezi Figura 5.1.12).
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Figura 5.1.12
1

2

D

D

Des
ompunem pe D �̂n dou�a subdomenii:(D1) : 8<: �1 � y � 0�p1� y2 � x � p1� y2; (D2) : 8<: 0 � y � 1�p1� y � x � p1� y:Rezult�a:I = Z 1�1 dx Z 1�x2�p1�x2 f(x; y) dy = Z 0�1 dy Z p1�y2�p1�y2 f(x; y) dx+ Z 10 dy Z p1�y�p1�y f(x; y) dx.
) Domeniul 
ompa
t D este 8<: 1 � x � 22� x � y � p2x� x2; (vezi Figura 5.1.13).Domeniul D este 
uprins �̂ntre 
er
ul (C) x2 + y2 � 2x = 0, (x � 1)2 + y2 � 1 = 0�si dreapta (d) x + y = 2.Rezult�a:I = Z 21 dx Z p2x�x22�x f(x; y) dy = Z 10 dy Z 1+p1�y22�y f(x; y) dx.
x

y

1

1
2

(d) x+y=2

D

(C)

Figura 5.1.13
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Figura 5.1.14d) Domeniul 
ompa
t D este 8<: 1 � x � e0 � y � lnx; (vezi Figura 5.1.14), 
are se poates
rie �si astfel 8<: 0 � y � 1ey � x � e:Rezult�a:



Integrale duble. Formula lui Green 247I = Z e1 dx Z ln x0 f(x; y) dy = Z 10 dy Z eey f(x; y) dx.3. S�a se 
al
uleze tre
ând la 
oordonate polare urm�atoarele integrale duble:a) ZZD sinqx2 + y2 dx dy; (D) : �2 � x2 + y2 � 4�2;b) ZZDs1� x2a2 � y2b2 dx dy; (D) : x2a2 + y2b2 � 1;
) ZZD f �yx� dx dy; (D) : x2 + y2 � x; f este o fun
t�ie 
ontinu�a.d) ZZD y2x2 dx dy; (D) : 1 � x2 + y2 � 2x;e) ZZD ar

os xpx2 + y2 dx dy; D = f(x; y) 2 IR2; x2 + y2 � 1; x+ y � p2, x� y �� p2, x � 1p2 o;f) ZZD f(x2 + y2) dx dy; (D) : 8<: a2 � x2 + y2 � b2;x � a; f fun
t�ie 
ontinu�a, (a; b > 0).g) ZZD x2 + y2q4� (x2 + y2)2 dx dy; (D) : x22 + y2 � 1.Rezolvare. a) Fa
em s
himbarea de variabile x = r 
os'; y = r sin'. Domeniul
ompa
t D este transformat �̂n domeniul fD : 8<: � � r � 2�0 � ' � 2�; (vezi Figura 5.1.15).Rezult�a:I = ZZeD r sin r dr d' = Z 2�� Z 2�0 r sin r dr d' = �Z 2�� r sin r dr� � �Z 2�0 d'� == 2� ��r 
os r���2�� + sin r���2�� � = �6�2.
O

O

r

j

p 2p

2p

2p

px

y

D D

Figura 5.1.15b) Folosim 
oordonatele polare generalizate x = ar 
os'; y = br sin'. Domeniul Dse transform�a �̂n domeniul fD : 8<: 0 � r � 10 � ' � 2�; (vezi Figura 5.1.16).Deoare
e D(x; y)D(r; ') = abr, rezult�a:
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Figura 5.1.16

a

j

I = ZZeDp1� r2 � abr dr d' = Z 10 Z 2�0 p1� r2 � abr dr d' = ab�Z 10 rp1� r2 dr����Z 2�0 d'� r2=u= ab� Z 10 p1� udu = ab��(1� u)3=23=2 ����10 = 2ab�3 .
) Not�am x = r 
os'; y = r sin'. Introdu
ând pe x �si y �̂n inegalitatea domeniuluiD obt�inem: r2 � r 
os'; de
i 
os' � 0 �si r � 
os'. De
i:(fD) : 8><>: ��2 � ' � �20 � r � 
os'; (vezi Figura 5.1.17):
O

O

x

11
2

p/2
-p/2

y
r

D D

Figura 5.1.17

j

Rezult�a:I = Z �=2��=2Z 
os'0 f(tg') � r dr d' = Z �=2��=2 f(tg') � �Z 
os'0 r dr� d' == Z �=2��=2 f(tg') � 
os2 '2 d' tg '=u= 12 Z 1�1 f(u) 11 + u2 � du1 + u2 = 12 Z 1�1 f(u)(1 + u2)2 du.d) Introdu
ând pe x = r 
os'; y = r sin' �̂n inegalit�at�ile 
are de�nes
 domeniul Dobt�inem 1 � r2 � 2r 
os' ) 1 � r � 2 
os'; 
os' � 12 ) (fD) : 8><>: ��3 � ' � �31 � r � 2 
os';(vezi Figura 5.1.18).Rezult�a:I = Z �=3��=3Z 2 
os'1 tg2' � r dr d' = 12 Z �=3��=3 tg2' (4 
os2 '� 1) d' = 2 Z �=3��=3 sin2 'd'��12 Z �=3��=3(tg2'+ 1� 1) d' = 2 Z �=3��=3 1� 
os 2'2 d'� 12 Z �=3��=3(tg')0 d'+ �3 =



Integrale duble. Formula lui Green 249= 2�3 � 12 sin 2'����=3��=3 � 12tg'����=3��=3 + �3 = � � 3p32 .
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Figura 5.1.18

j

e) Domeniul 
ompa
t D este desenat �̂n Figura 5.1.19.Tre
em la 
oordonate polare x = r 
os'; y = r sin', r � 0; ' 2 [��; �℄, relat�ii 
areintroduse �̂n inegalit�at�ile domeniului D ne dau:8>>>>>><>>>>>>: r � 1
os'+ sin' � p2=r
os'� sin' � p2=rr 
os' � 1=p2 ) 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
r � 1r 
os' � 1=p2; ' 2 [��=2; �=2℄
os�'� �4� � 1=rsin��4 � '� � 1=r )

) 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
r � 1; ' 2 [��=2; �=2℄j sin'j � 
os'
os��4 � '� � 1=r � p2 
os'sin��4 � '� � 1=r � p2 
os' ) 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

' 2 ���4 ; �4 �r � max(1; p22 
os')r � min8<: 1
os ��4 � '� ; 1sin ��4 � '�9=; :
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Figura 5.1.19
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Figura 5.1.20

j

Deoare
e pentru ' 2 ���4 ; �4 � avem max(1; p22 
os') = 1 obt�inem domeniul fD:



250 Capitolul 5(fD) : 8>>>><>>>>: ' 2 ���4 ; �4 �1 � r � min8<: 1
os ��4 � '� ; 1sin ��4 � '�9=; :Deoare
e:min8<: 1
os ��4 � '� ; 1sin ��4 � '�9=; = 8>>>><>>>>: 1
os ��4 � '� ; da
�a ' 2 �0; �4 �1sin ��4 � '� ; da
�a ' 2 ���4 ; 0� ;rezult�a 
�a fD = fD1 [ fD2, unde:(fD1) : 8>>><>>>: ��4 � ' � 01 � r � 1sin ��4 � '� ; (fD2) : 8>>><>>>: 0 � ' � �41 � r � 1
os ��4 � '� ;(vezi Figura 5.1.20).Dedu
em astfel:I = ZZeD ar

os r 
os'r � r dr d' = � ZZeD1 r � 'dr d'+ ZZeD2 r � 'dr d' == � Z 0��=4 'd' Z 1=sin(�4�')1 r dr + Z �=40 'd' Z 1=
os(�4�')1 r dr = � Z 0��=4 '2 � d'sin2 ��4 � '�++ Z �=40 '2 � d'
os2 ��4 � '� + Z 0��=4 '2 d'� Z �=40 '2 d' �4�'=u= �12 Z �=2�=4 ��4 � u� � 1sin2 u du++12 Z �=40 ��4 � u�� 1
os2 u du��232 = 12 Z �=2�=4 ��4 � u� (
tgu)0 du+12 Z �=40 ��4 � u� (tg u)0 du���232 = 12 ��4 � u� (
tg u)����=2�=4 + 12 Z �=2�=4 
os usin u du+ 12 ��4 � u� (tgu)����=40 + 12 Z �=40 sinu
os u du���232 = 12 ln (sinu)����=2�=4 � 12 ln (
os u)����=40 � �232 = ��232 + ln 22 .f) Tre
em la 
oordonate polare x = r 
os'; y = r sin'. Obt�inem a2 � r2 � b2;r 
os' � a ) a � r � b; 
os' � ar . De
i:(fD) : 8><>: a � r � bar

os ar � ' � 2� � ar

os ar ; (vezi Figura 5.1.21):Rezult�a:I = Z ba  Z 2��ar

os arar

os ar r � f(r2) d'! dr = Z ba rf(r2)�2� � 2 ar

os ar� dr.g) Fa
em s
himbarea de variabile x = r 
os'; y = r sin'. Rezult�a r22 
os2 '++r2 sin2 ' � 1 ) r � p2q1 + sin2 ' . De
i (fD) : 8>>><>>>: 0 � ' � 2�0 � r � p2q1 + sin2 ';
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Rezult�a:I = ZZeD r2p4� r4 r dr d' = Z 2�0 d' Z p2=p1+sin2 '0 r3p4� r4 dr 4�r4=u== �14 Z 2�0 24(4� r4)1=21=2 ����p2=p1+sin2 '0 35 d' = �12 Z 2�0  s4� 4(1 + sin2 ')2 � 2! d' == � Z 2�0 q1 + 2 sin2 '+ sin4 '� 11 + sin2 ' d'+ 2� = �2 Z �0 q2 sin2 '+ sin4 '1 + sin2 ' d'+ 2� == 2� � 4 Z �=20 q2 sin2 '+ sin4 '1 + sin2 ' d' 
os'=u= 2� � 4 Z 10 p3� u22� u2 du.Not�am vuut�u+p3u+p3 = t) p3� u2 = t(u+p3), u = p3�p3 t2t2 + 1 ; du = �4p3 t(t2 + 1)2 dt.Obt�inem:I = 2� � 4 Z (p3�1)=p21 t "p3�p3 t2t2 + 1 +p3# � 1�2� 3(1�t2)2(1+t2)2 � � �4p3 t(t2 + 1)2 dt == 2� + 96 Z 1(p3�1)=p2 t2(t2 + 1)(t4 � 10t2 + 1) dt.Des
ompunem fra
t�ia de sub semnul integral�a de mai sus astfel:t2(t2 + 1)(t4 � 10t2 + 1) = At +Bt2 + 1 + Ct+Dt2 � 2p2 t� 1 + Et + Ft2 + 2p2 t� 1.



252 Capitolul 5Dup�a identi�
area 
oe�
ient�ilor num�ar�atorilor de mai sus rezult�a A = 0, B = � 112,C = 124p2, D = � 124, E = � 124p2, F = � 124. De
i:I = 2� + 96 "� 112 Z 1(p3�1)=p2 dtt2 + 1 + 148p2 Z 1(p3�1)=p2 2(t�p2)t2 � 2p2 t� 1 dt�� 148p2 Z 1(p3�1)=p2 2(t+p2)t2 + 2p2 t� 1 dt# = 2� + "�8 ar
tg 1� ar
tg p3� 1p2 !++p2 ln �����t2 � 2p2t� 1t2 + 2p2t� 1 ����� ����1(p3�1)=p2# = 2� + [�2� + 8 ar
tg p3� 1p2 �p2 ln 3℄ == 4 ar
tgp2�p2 ln 3.4. Efe
tuând s
himb�arile de variabile indi
ate s�a se 
al
uleze urm�atoarele integraleduble:a) ZZD(x2 + y2) dx dy; (D) : x4 + y4 � 1; 8<: x2 = jr 
os'jy2 = jr sin'j:b) ZZD(x + y) dx dy; (D) : x2 + y2 � x + y; 8<: x = 1=2 + r 
os'y = 1=2 + r sin':
) ZZD(jxj+ jyj) dx dy; (D) : jxj+ jyj � 1; 8<: x+ y = ux� y = v:d) ZZD x2y2 dx dy; D limitat de xy = 1; xy = 2; y = x; y = 4x; x; y > 0;8><>: xy = uyx = v:e) ZZD dx dy(x2 + y2)2 ; D limitat de x2 +y2�2x = 0; x2 +y2�2y = 0, x2 +y2�4x = 0,x2 + y2 � 6y = 0; 8><>: x = uu2 + v2y = vu2 + v2 :f) ZZD(x2 +y2) dx dy; D este limitat de 
urba x = 2 
os t� 
os 2t; y = 2 sin t� sin 2t,t 2 [0; 2�℄, (
ardioida); 8<: x = u(2 
os v � 
os 2v)y = u(2 sin v � sin 2v):Rezolvare. a) Vom des
ompune domeniul 
ompa
t D desenat �̂n Figura 5.1.23 �̂npatru subdomenii D = D1 [D2 [D3 [D4. Atun
i:I = ZZD = ZZD1 + ZZD2 + ZZD3 + ZZD4.Pentru I1 = ZZD1 fa
em s
himbarea de variabile: 8<: x = pr 
os'y = pr sin'; (r; ') 2 fD1;



Integrale duble. Formula lui Green 253unde (fD1) : 8><>: 0 � r � 10 � ' � �2 : Determinantul fun
t�ional este D(x; y)D(r; ') = 12p2psin 2' .

Figura 5.1.23
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Rezult�a:I1 = Z 10 Z �=20 r(
os'+ sin') � 12p2psin 2' dr d' = 12 Z �=20 sin' + 
os'2p2psin 2' d' == 18 Z �=20 sin'+ 
os'psin' 
os' d' = 18 Z �=20  ptg'+ 1ptg'! d' tg '=u= 18 Z 10  pu+ 1pu!�� du1 + u2 pu=v= 18 Z 10 �v + 1v� � 2v1 + v4 dv = 14 Z 10 v2 + 1v4 + 1 dv.Des
ompunem fra
t�ia de sub semnul integral�a de mai sus �̂n fra
t�ii simple:v2 + 1(v2 +p2 v + 1)(v2 �p2 v + 1) = Av +Bv2 +p2 v + 1 + Cv +Dv2 �p2 v + 1.Dup�a 
âteva 
al
ule, obt�inem A = C = 0; B = D = 12. De
i:I1 = 18 Z 10 dvv2 +p2 v + 1 + 18 Z 10 dvv2 �p2 v + 1 = 14p2ar
tg v + p22p22 ����10 ++ 14p2ar
tg v � p22p22 ����10 = �4p2.Pentru I2 = ZZD2 fa
em s
himbarea de variabile x = �p�r 
os'; y = pr sin';(r; ') 2 fD2, unde (fD2) : 8><>: 0 � r � 1�2 � ' � �: Determinantul fun
t�ional este D(x; y)D(r; ') == 14p� sin' 
os' . Rezult�a:I2 = Z 10 Z ��=2 r(� 
os'+ sin')4p� 
os' sin' dr d' = 18 Z ��=2 � 
os'+ sin'p� 
os' sin' d' '��2=u== 18 Z �=20 sinu+ 
os upsin u+ 
os u du = I1 = �4p2.Pentru I3 = ZZD3 fa
em s
himbarea de variabile x = �p�r 
os'; y = �p�r sin';



254 Capitolul 5(r; ') 2 fD3, unde (fD3) : 8><>: 0 � r � 1� � ' � 3�2 : Determinantul fun
t�ional este D(x; y)D(r; ') == 14p
os' sin' . Rezult�a:I3 = Z 10 Z 3�=2� �r(
os'+ sin')4p
os' sin' dr d' = 18 Z 3�=2� �(
os'+ sin')psin' 
os' d' '��=u== 18 Z �=20 sinu+ 
os upsin u 
osu du = I1 = �4p2.În sfâr�sit pentru I4 = ZZD4 fa
em s
himbarea de variabile x = pr 
os'; y == �p�r sin'; (r; ') 2 fD4, unde (fD4) : 8><>: 0 � r � 13�2 � ' � 2�: Determinantul fun
t�ionaleste D(x; y)D(r; ') = 14p� 
os' sin' . Rezult�a:I4 = Z 10 Z 2�3�=2 r(
os'� sin')4p� 
os' sin' dr d' = 18 Z 2�3�=2 
os'� sin'p� 
os' sin' d' '�3�=2=u== 18 Z �=20 sinu+ 
os upsin u 
osu du = I1 = �4p2.De
i I = I1 + I2 + I3 + I4 = �p2.b) Fa
em s
himbarea de variabile x = 1=2+r 
os'; y = 1=2+r sin', relat�ii 
are in-troduse �̂n inegalitatea domeniului D ne dau (fD) : 8><>: 0 � r � p220 � ' � 2�; (vezi Figura 5.1.24):
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Figura  5.1.24
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Determinantul fun
t�ional D(x; y)D(r; ') este r, de
i:I = Z p2=20 Z 2�0 [r(
os'+ sin') + 1℄ �r dr d' = Z p2=20 Z 2�0 [r2(
os'+sin')+r℄ dr d' == r33 ����p2=20 � (sin'� 
os')���2�0 + r22 ����p2=20 � 2� = �2 .
) Des
ompunem �si ai
i domeniul 
ompa
t D �̂n patru subdomenii D = D1 [D2[[D3 [D4 (vezi Figura 5.1.25). Rezult�a:
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Pentru I1 = ZZD1 , �̂n urma s
himb�arii de variabile indi
at�a x + y = u; x � y = v, x = u+ v2 ; y = u� v2 domeniul D1 se transform�a �̂n (fD1) : 8<: u+ v � 0u� v � 0; u � 1;simplu �̂n raport 
u axa Ov (vezi Figura 5.1.26). Obt�inem astfel D(x; y)D(u; v) = �12, iar:I1 = ZZD1(x + y) dx dy = ZZeD1 u � 12 du dv = Z 10 �Z u�u u2 dv� du = Z 10 u2 � 2u du = 13.Pentru I2 = ZZD2 domeniul D2 se transform�a �̂n (fD2) : 8<: u+ v � 0u� v � 0; v � �1;simplu �̂n raport 
u axa Ou (vezi Figura 5.1.27).
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Figura  5.1.28

3
D

Rezult�a:I2 = ZZD2(�x + y) dx dy = ZZeD2 12(�v) du dv = Z 0�1 dv �Z �vv 12(�v) du� == 12 Z 0�1(�v)(�2v) dv = 13.



256 Capitolul 5Pentru I3 = ZZD3 domeniul D3 se transform�a �̂n (fD3) : 8<: u+ v � 0u� v � 0; u � �1;simplu �̂n raport 
u axa Ov (vezi Figura 5.1.28).Rezult�a:I3 = ZZD3(�x� y) dx dy = ZZeD3(�u)12 du dv = 12 Z 0�1 du Z �uu (�u) dv == 12 Z 0�1(�u)(�2u) du = 13.În sfâr�sit pentru I4 = ZZD4 domeniulD4 se transform�a �̂n (fD4) : 8<: u+ v � 0u� v � 0; v � 1;simplu �̂n raport 
u axa Ou (vezi Figura 5.1.29). Obt�inem:I4 = ZZD4(x� y) dx dy = ZZeD4 v2 du dv = Z 10 dv Z v�v v2 du = Z 10 v2 � 2v dv = 13.De
i I = I1 + I2 + I3 + I4 = 43.
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Figura  5.1.29
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Observat�ie. În urma s
himb�arii de variabile x + y = u; x � y = v domeniul (D) :jxj+ jyj � 1 se transform�a �̂n domeniul (fD) : 8<: juj � 1jvj � 1; (vezi Figura 5.1.30):d) Domeniul D se transform�a �̂n urma s
himb�arii de variabile xy = u; yx = v �̂ndomeniul (fD) : 8<: 1 � u � 21 � v � 4; (vezi Figura 5.1.31):Determinantul fun
t�ional D(x; y)D(u; v) = 12v ; �x = ruv ; y = puv�. Rezult�a:I = ZZeD u2 � 12v du dv = Z 21 du Z 41 u22v dv = u36 ����21 � ln v���41 = 73 ln 2.e) Domeniul D este desenat �̂n Figura 5.1.32. În urma s
himb�arii de variabile x == uu2 + v2 , y = vu2 + v2 inegalit�at�ile din de�nit�ia domeniului D ne dau:
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Figura 5.1.321u2 + v2 � 2uu2 + v2 � 0; 1u2 + v2 � 2vu2 + v2 � 0; 1u2 + v2 � 4uu2 + v2 � 0;1u2 + v2 � 6vu2 + v2 � 0:Obt�inem (fD) : 8>><>>: 14 � u � 1216 � v � 12 ; (vezi Figura 5.1.33): Deoare
e D(x; y)D(u; v) = � 1(u2 + v2)2 ,rezult�a: I = ZeD(u2 + v2)2 � 1(u2 + v2)2 du dv = Z 1=21=4 Z 1=21=6 du dv = 112.f) În urma s
himb�arii de variabile x = u(2 
os v � 
os 2v); y = u(2 sin v � sin 2v)domeniul D m�arginit de 
ardioid�a se transform�a �̂n domeniul (fD) : 8<: 0 � u � 10 � v � 2�; (veziFigura 5.1.34). Ja
obianul transform�arii este D(x; y)D(u; v) = 6u(1� 
os v). Rezult�a astfel:I = ZZeD u2(4 
os2 v + 
os2 2v � 4 
os v 
os 2v + 4 sin2 v + sin2 2v � 4 sin v sin 2v)�



258 Capitolul 5�6u(1� 
os v) du dv = ZZeD 6u3(5� 4 
os v)(1� 
os v) du dv = �Z 10 6u3 du� � Z 2�0 (5��4 
os v)(1� 
os v) dv = 64 Z 2�0 [5� 9 
os v + 2(1 + 
os 2v)℄ dv = 21�.

Figura 5.1.34
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5. S�a se 
al
uleze ariile domeniilor 
ompa
te limitate de 
urbele:a) y2 = 2px+ p2; y2 = �2qx + q2; 0 < p < q.b) y2 = px; y2 = qx; x2 = ay; x2 = by; 0 < p < q; 0 < a < b.
) (x2 + y2)2 = 8a2xy; (x � a)2 + (y � a)2 = a2; a > 0, ((x2 + y2)2 � 8a2xy,(x� a)2 + (y � a)2 � a2).d) �xa + yb�4 = x2h2 + y2k2 ; x; y > 0.Rezolvare. a) Domeniul D este desenat �̂n Figura 5.1.35.Avem: A(D) = ZZD dx dy = 2 ZZD1 dx dy,(D1 este simplu �̂n raport 
u axa Ox). De
i:A(D) = 2 Z ppq0 dy Z (�y2+q2)=(2q)(y2�p2)=(2p) dx = 2 Z ppq0  �y2 + q22q � y2 � p22p ! dy = "1q  �y33 ++q2y�� 1p  y33 � p2y!# ����ppq0 = 1q  �pqppq3 + q2ppq!� 1p  pqppq3 � p2ppq! == 23ppq(p+ q).b) Domeniul D este m�arginit de patru parabole (vezi Figura 5.1.36). Fa
em s
him-barea de variabile: 8>>><>>>: u = y2xv = x2y ) 8<: x = 3puv2y = 3pu2v:Domeniul D se transform�a �̂n domeniul (fD) : 8<: p � u � qa � v � b: Ia
obianul transform�arii



Integrale duble. Formula lui Green 259este D(x; y)D(u; v) = �13. De
i:A(D) = ZZD dx dy = ZZeD 13 du dv = Z qp Z ba 13 du dv = 13(q � p)(b� a).

Figura 5.1.36
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) Curba (x2 + y2)2 = 8a2xy este lemnis
ata 
u vârfurile pe bise
toarea �̂ntâi (veziFigura 5.1.37).
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Pentru a 
al
ula A(D) = ZZD dx dy, fa
em s
himbarea de 
oordonate:8<: x = r 
os'y = r sin'; ' 2 [0; �=2℄: Obt�inem: 8<: r4 � 8a2r2 
os' sin'r2 � 2ar(
os'+ sin') + a2 � 0 )8>>><>>>: r � 2apsin 2'r � a(
os'+ sin'�psin 2')r � a(
os'+ sin'+psin 2'):



260 Capitolul 5Deoare
e 2apsin 2' � a(
os'+ sin') + apsin 2'; 8' 2 [0; �=2℄; iara(
os'+ sin'�psin 2') � 0; 8' 2 [0; �=2℄, rezult�a:(fD) : 8<: 0 � ' � �=2r1(') = a(
os'+ sin'�psin 2') � r � 2apsin 2' = r2('):De
i:A(D) = ZZeD r dr d' = Z �=20 d' Z r2(')r1(') r dr = 12 Z �=20 [4a2 sin 2'� a2(1 + sin 2'++ sin 2'� 2psin 2' (
os'+ sin')℄ d' = 12 Z �=20 [(4a2 sin 2'� a2(1 + 2 sin 2')℄ d'++a2 Z �=20 qsin 2' (sin'+ 
os') d'| {z }sin'=u = 2a2� 
os 2'2 �����=20 � a22 ('� 
os 2')�����=20 ++a2 Z 10 q2up1� u2 � u � dup1� u2 + a2 Z 10 q2up1� u2 � p1� u2 � dup1� u2 = a2 � a2�4 ++a2p2 Z 10 u3=2(1� u2)�1=4 du+ a2p2 Z 10 u1=2(1� u2)1=4 du u2=v= a2 � a2�4 ++a2p2 Z 10 v3=4(1� v)�1=4 dv2pv + a2p2 Z 10 v1=4(1� v)1=4 dv2pv = a2 � a2�4 ++a2p22 Z 10 v1=4(1� v)�1=4 dv + a2p22 Z 10 v�1=4(1� v)1=4 dv = a2 � a2�4 + a2p2 B �54 ; 34�++ a2p2 B �34 ; 54� = a2 � a2�4 + a2p2B �54 ; 34� = a2 � a2�4 + a2p2 � � �54�� �34��(2) == a2 � a2�4 + a2p2 � 14� �14�� �34�1 = a2 � a2�4 + a2p24 � �sin �4 = a2 �1 + �4�.d) Pentru a 
al
ula aria lui D, A(D) = ZZD dx dy fa
em s
himbarea de variabile:8<: x = ar 
os2 'y = br sin2 ': A
este relat�ii introduse �̂n inegalitatea 
are de�ne�ste domeniul D nedau r4 � a2r2h2 
os4 '+ b2r2k2 sin4 ') r2 � a2h2 
os4 '+ b2k2 sin4 '. Obt�inem noul domeniu(fD): 8>><>>: 0 � ' � �=20 � r � sa2h2 
os4 '+ b2k2 sin4 ' = r1('):Deoare
e D(x; y)D(r; ') = 2abr 
os' sin', rezult�a:A(D) = ZZeD 2abr 
os' sin'dr d' = Z �=20 d' Z r1(')0 2abr 
os' sin'dr == Z �=20 2ab 
os' sin' � 12  a2h2 
os4 ' + b2k2 sin4 '! d' = a3bh2  �
os6 '6 ! �����=20 ++ab3k2  sin6 '6 ! �����=20 = ab6  a2h2 + b2k2!.



Integrale duble. Formula lui Green 2616. Folosind integrala dubl�a s�a se 
al
uleze volumele 
orpurilor limitate de urm�atoarelesuprafet�e:a) z = 1 + x + y; z = 0; x+ y = 1; x = 0; y = 0:b) x2 + y2 + z2 � 4a2 = 0; x2 + y2 � 2ax = 0.
) z = 
os x � 
os y; z = 0; jx+ yj � �2 ; jx� yj � �2 .d) x2a2 + y2b2 + z2
2 = 1; x2a2 + y2b2 = z2
2 ; z > 0;  x2a2 + y2b2 � z2
2!.e) z = x2 + y2; xy = a2; xy = 2a2; y = x2 ; y = 2x.Rezolvare. a) Corpul limitat de suprafet�ele indi
ate �̂n enunt� este desenat �̂n Figura5.1.38. Avem:V = ZZD(1 + x+ y) dx dy; unde (D) : 8<: x + y � 1x; y � 0 (vezi Figura 5.1.39):
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Figura  5.1.38Rezult�a astfel:V = Z 10 �Z 1�x0 (1 + x + y) dy� dx = Z 10  y + xy + y22 ! ����y=1�xy=0 dx = Z 10 [1� x++x� x2 + (1� x)22 # dx = "x� x33 + 16(x� 1)3# ����10 = 56.b) Corpul limitat de suprafet�ele date este OABCDE, desenat �̂n Figura 5.1.40. Avem:V = 2 ZZDq4a2 � x2 � y2 dx dy;de
i V este de dou�a ori volumul 
orpului limitat de planul Oxy, sfer�a �si 
ilindru. DomeniulD este x2 + y2 � 2ax � 0; (vezi Figura 5.1.41).Pentru a 
al
ula integrala dubl�a de mai sus fa
em s
himbarea de variabile x == 2ar 
os'; y = 2ar sin': Introdu
ând pe x �si y �̂n inegalitatea domeniului D obt�inem:4a2r2 
os2 '+ 4a2r2 sin2 '� 4a2r 
os' � 0 ) 4a2r2 � 4a2 
os') r � 
os',
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u 
ondit�ia 
os' � 0) ' 2 �0; �2 � [ �3�2 ; 2��. Astfel �̂n urma s
himb�arii de variabile demai sus, domeniul D se transform�a �̂n domeniul (D0) : 8<: 0 � r � 
os'' 2 [0; �=2℄ [ [3�=2; 2�℄:
a 2aO
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D

Figura 5.1.41
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Figura  5.1.40
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Obt�inem astfel:V = 2 ZZD0 p4a2 � 4a2r2 � 4a2r dr d' = 16a3  Z �=20 Z 
os '0 rp1� r2 dr d'++ Z 2�3�=2Z 
os'0 rp1� r2 dr d'! = 32a3 Z �=20 Z 
os'0 rp1� r2 dr d' == 32a3 Z �=20 "�12 � (1� r2)3=23=2 ����r=
os'r=0 # d' = 323 a3 Z �=20 (1� sin3 ') d' = 323 a3 ('+ 
os'��
os3 '3 ! �����=20 = 16a39 (3� � 4).
) Avem V = ZZD z(x; y) dx dy; unde z(x; y) = 
os x�
os y; iar (D) : 8<: jx+ yj � �=2jx� yj � �=2;(vezi Figura 5.1.42). Pentru a 
al
ula integrala dubl�a de mai sus fa
em s
himbarea devariabile 8<: x + y = ux� y = v ) 8>><>>: x = u+ v2y = u� v2 : Obt�inem domeniul (fD) : 8<: ��=2 � u � �=2��=2 � v � �=2:Deoare
e D(x; y)D(u; v) = �12, rezult�a 
�a: V = ZZeD �
os u+ v2 � 
os u� v2 � 12 du dv == 12 Z �=2��=2Z �=2��=2 
os u+ 
os v2 du dv = 14  � Z �=2��=2 
os u du+ � Z �=2��=2 
os v dv! = �.
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d) Corpul limitat de suprafet�ele din enunt� (elipsoid �si 
on) este desenat �̂n Figura5.1.43. Avem V = V1 � V2, unde V1 este volumul 
orpului limitat de elipsoid �si 
are seproie
teaz�a pe planul Oxy �̂n D, iar V2 este volumul 
orpului limitat de 
on �si 
are seproie
teaz�a pe planul Oxy �̂n D, unde (D) : x2a2 + y2b2 � 12. Rezult�a astfel:V = ZZD 0�
s1� x2a2 � y2b2 � 
sx2a2 + y2b21A dx dy.Fa
em s
himbarea de variabile 8<: x = ar 
os'y = br sin'; (r; ') 2 fD; unde (fD) : 8><>: 0 � r � 1p20 � ' � 2�:Obt�inem:V = ZZeD(
p1� r2 � 
r)abr dr d' = ab
 Z 1=p20 Z 2�0 (p1� r2 � r)r dr d' == 2�ab
 Z 1=p20 (rp1� r2 � r2) dr = 2�ab
 �13(1� r2)3=2 � r33 ! ����1=p20 = �ab
3 (2�p2):
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Figura 5.1.44
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264 Capitolul 5e) Suprafat�a de sus a 
orpului este z = x2 + y2 (paraboloidul elipti
), iar domeniul Ddin planul Oxy este limitat de 
urbele xy = a2; xy = 2a2; y = x2 ; y = 2x (vezi Figura5.1.44). Avem: V = 2 ZZD1(x2 + y2) dx dy.Fa
em s
himbarea de variabile 8><>: xy = uyx = v ) 8<: x = qu=vy = puv: Obt�inem domeniul(fD) : 8<: a2 � u � 2a21=2 � v � 2:Determinantul fun
t�ional �ind D(x; y)D(u; v) = 12v , rezult�a:V = 2 Z 2a2a2 du Z 21=2 �uv + uv� � 12v dv = Z 2a2a2 du Z 21=2 � uv2 + u� dv = Z 2a2a2 ��uv++uv) ����v=2v= 12 du = Z 2a2a2 ��u2 + 2u+ 2u� u2� du = 9a42 .7. S�a se 
al
uleze masa �si 
oordonatele 
entrelor de greutate ale pl�a
ilor omogene(% � %0) limitate de urm�atoarele 
urbe:a) x2=3 + y2=3 = a2=3; x > 0; y > 0; b) px +py = pa; x = 0; y = 0;
) x = a(t� sin t); y = a(1� 
os t); 0 � t � 2�; y = 0.Rezolvare. a) Avem M = %0 ZZD dx dy = %0 � A(D), unde D este domeniuldin primul 
adran m�arginit de astroid�a (vezi Figura 5.1.45). Pentru a 
al
ula inte-grala dubl�a de mai sus fa
em s
himbarea de variabile 8<: x = r 
os3 'y = r sin3 '; (r; ') 2 fD; unde(fD) : 8<: 0 � r � a0 � ' � �=2:Deoare
e D(x; y)D(r; ') = 3r sin2 ' 
os2 ', rezult�a:M = %0 ZZeD 3r4 sin2 2'dr d' = %0 Z a0 Z �=20 3r4 sin2 2'dr d' = %03r28 ����a0�� Z �=20 1� 
os 4'2 d' = %0 3a216 �'� sin 4'4 � �����=20 = 3a2�%032 :De ai
i dedu
em 
�a aria domeniului m�arginit de astroid�a este 3a2�8 .Coordonatele 
entrului de greutate sunt:x0 = 1M ZZD x%0 dx dy = 1M ZZeD %0r 
os3 ' � 3r sin2 ' 
os2 'dr d' = 3M Z a0 %0r2 dr�� Z �=20 (sin')0 sin2 '(1� 2 sin2 '+ sin4 ') d' = 3a3%03M  sin3 '3 � 25 sin5 '+ sin7 '7 ! �����=20 =



Integrale duble. Formula lui Green 265= 8a3%0105M = 256 a315 �; iar:y0 = 1M ZZD y%0 dx dy = 1M ZZeD %r sin3 ' � 3r sin2 ' 
os2 'dr d' = 1M%03r33 ����a0�� Z �=20 (� 
os')0 
os2 '(1� 2 
os2 '+ 
os4 ') d' = 256 a315 � .De
i x0 = y0 = 256 a315 � .
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Figura 5.1.45
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Figura 5.1.46
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b) Avem M = %0 ZZD dx dy, unde D este desenat �̂n Figura 5.1.46. Fa
em s
himbareade variabile 8<: x = r 
os4 'y = r sin4 '; (r; ') 2 fD; unde (fD) : 8><>: 0 � r � a0 � ' � �2 :Deoare
e D(x; y)D(r; ') = 4r sin3 ' 
os3 ', rezult�a:M = %0 Z a0 4r dr Z �=20 sin3 ' 
os3 'd' = %0 2r2���a0 � Z �=20 sin3 2'8 d' = %0 � a24 Z �=20 sin 2'(1�� 
os2 2') d' = �%0a28 Z �=20 (
os 2')0(1� 
os2 2') d' = �a2%08  
os 2'� 
os3 2'3 ! �����=20 == a2%06 .Coordonatele 
entrului de greutate sunt:x0 = 1M%0 ZZD x dx dy = %0M ZZeD r 
os4 ' � 4r sin3 ' 
os3 'dr d' = %0M Z a0 4r2 dr�� Z �=20 sin3 ' 
os7 'd' = �4a3%03M Z �=20 (
os')0(1� 
os2 ') 
os7 'd' = �4a3%03M  
os8 '8 ��
os10 '10 ! �����=20 = a3%30M = a5 ; iar:y0 = 1M%0 ZZD y dx dy = %0M ZZeD r sin4 ' � 4r sin3 ' 
os3 'dr d' = %0M Z a0 4r2 dr�� Z �=20 sin7 ' 
os3 'd' = a5.De
i x0 = y0 = a5.
) Domeniul D este limitat de prima bu
l�a a 
i
loidei (vezi Figura 5.1.47). Con-siderând pe D simplu �̂n raport 
u axa Oy avem:



266 Capitolul 5M = %0 ZZD dx dy = %0 Z 2�a0 Z y(x)0 dx dy = %0 Z 2�a0 y(x) dx.Fa
em s
himbarea de variabil�a x = a(t � sin t) ) y = a(1� 
os t); dx = a(1 � 
os t) dt.De
i:M = %0 Z 2�0 a(1� 
os t) � a(1� 
os t) dt = %0a2 Z 2�0 (1� 2 
os t + 
os2 t) dt = %0a2(t��2 sin t+ t2 + sin 2t4 �����2�0 = 3�%0a2.
Figura  5.1.47

pa 2pa

2a

D

O

x

y

De ai
i dedu
em 
�a aria domeniului m�arginit de 
i
loid�a �si de axa Ox este 3�a2.Apoi 
oordonatele 
entrului de greutate sunt:x0 = 1M%0 ZZD x dx dy = %0M Z 2�a0 x Z y(x)0 dy = %0M Z 2�a0 x � y(x) dx == %0M Z 2�0 a(t� sin t) � a2(1� 
os t)2 dt = %0a3M Z 2�0 (t� sin t)(1� 2 
os t+ 
os2 t) dt == %0a3M  t22 ����2�0 � 2 Z 2�0 t 
os t dt+ Z 2�0 t 
os2 t dt+  
os t� 
os2 t+ 
os3 t3 ! ����2�0 ! == %0a3M �2�2 � 2t sin t���2�0 � 2 
os t���2�0 + Z 2�0 t � 1 + 
os 2t2 dt� = 3%0a3�2M = a�; iar:y0 = 1M%0 ZZD y dx dy = %0M Z 2�a0 dx Z y(x)0 y dy = %0M Z 2�a0 y2(x)2 dx == %02M Z 2�0 a2(1� 
os t)2 � a(1� 
os t) dt = %0a32M Z 2�0 (1� 3 
os t+ 3 
os2 t� 
os3 t) dt == %0a32M "t� 3 sin t+ 32 �t + sin 2t2 ��  sin t� sin3 t3 !# ����2�0 = 5�%0a32M = 5a6 .De
i x0 = a�; y0 = 5a6 .8. S�a se 
al
uleze momentele de inert�ie Ix �si Iy �̂n raport 
u axele de 
oordonate Ox�si Oy ale pl�a
ii omogene (%0 = 1) limitat�a de 
urbele:xy = a2; xy = 2a2; x = 2y; 2x = y; x > 0; y > 0.Rezolvare. Avem:Ix = ZZD1 %0y2 dx dy = ZZD1 y2 dx dy; Iy = ZZD1 %0x2 dx dy = ZZD1 x2 dx dy,unde D1 este domeniul desenat �̂n Figura 5.1.44. Pentru a 
al
ula integralele de mai susfa
em s
himbarea de variabile 8<: xy = uy=x = v; (u; v) 2 fD; unde (fD) : 8<: a2 � u � 2a21=2 � v � 2:Determinantul fun
t�ional �ind D(x; y)D(u; v) = 12v , rezult�a:



Integrale duble. Formula lui Green 267Ix = ZZeD uv � 12v du dv = Z 2a2a2 u2 du Z 21=2 dv = u24 ����2a2a2 � v���21=2 = 9a48 ;Iy = ZZeD uv � 12v du dv = Z 2a2a2 u2 du � Z 21=2 1v2 dv = u24 ����2a2a2 � ��1v� ����21=2 = 9a48 .De
i Ix = Iy = 9a48 .9. Apli
ând formula lui Green s�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale 
urbilinii:a) I = Z��y3 dx + x3 dy; unde � este 
er
ul x2 + y2 = 1 par
urs �̂n sens dire
ttrigonometri
.b) I = Z� ex[(1 � 
os y) dx � (y � sin y) dy℄; unde � este 
onturul par
urs �̂n sensdire
t trigonometri
, 
are m�argine�ste domeniul 
ompa
t 0 � x � �; 0 � y � sin x.Rezolvare. a) Fun
t�iile P (x; y) = �y3; Q(x; y) = x3 sunt 
ontinue 
u derivatepart�iale 
ontinue pe D �si �P�y = �3y2; �Q�x = 3x2, unde (D) : x2 + y2 � 1; (vezi Figura5.1.48).Domeniul D este simplu �̂n raport 
u axa Ox �si 
u axa Oy. Rezult�a astfel 
onformformulei lui Green 
�a:I=Z� P dx+Qdy=ZZD  �Q�x � �P�y ! dx dy=ZZD(3x2 + 3y2) dx dy=3 ZZeD r3 dr d',�am f�a
ut s
himbarea de variabile 8<: x = r 
os'y = r sin'; (r; ') 2 fD; unde (fD) :8<: 0 � r � 10 � ' � 2�: �Obt�inem: I = 3 Z 10 Z 2�0 r3 dr d' = 3r44 ����10 � 2� = 3�2 .
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Figura  5.1.48
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y

Figura  5.1.49
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pb) Fun
t�iile P (x; y) = ex(1�
os y); Q(x; y) = ex(sin y�y) sunt 
ontinue 
u derivatelepart�iale �P�y = ex sin y; �Q�x = ex(sin y�y) 
ontinue pe D (vezi Figura 5.1.49), unde (D) :0 � x � �; 0 � y � sinx.Conform formulei lui Green obt�inem:I = ZZD  �Q�x � �P�y ! dx dy = ZZD ex(sin y � y � sin y) dx dy = ZZD(�exy) dx dy =



268 Capitolul 5= Z �0 dx Z sinx0 (�exy) dy = Z �0 (�ex) � y22 ����sinx0 dx = � Z �0 ex2 � sin2 x dx = �14 Z �0 ex(1�� 
os 2x) dx = �14ex����0 + 14 Z �0 ex 
os 2x dx.Cal
ul�am integrala I1 = Z �0 ex 
os 2x dx = ex 
os 2x����0 + 2 Z �0 ex sin 2x dx = e� � 1++2ex sin 2x����0 � 4 Z �0 ex 
os 2x dx = e� � 1� 4I1. De
i:I1 = e� � 15 ; iar I = �e�4 + 14 + e� � 15 � 14 = 1� e�5 .10. S�a se 
al
uleze integrala:I = ZZD(4x� 3� x2 � y2) dx dy;unde (D) : x2 + y2 � 4x + 3 � 0. S�a se indi
e apoi o posibilitate de a 
al
ula integraladubl�a 
u formula lui Green.Rezolvare. Domeniul 
ompa
t D este desenat �̂n Figura 5.1.50. Pentru a 
al
ulaintegrala dubl�a fa
em s
himbarea de variabile x = 2 + r 
os'; y = r sin'; (r; ') 2 fD;unde (fD) : 0 � r � 1; 0 � ' � 2�:Deoare
e D(x; y)D(r; ') = r, rezult�a I = ZZeD(1� r2) � r dr d'=2� Z 10 (r � r3) dr= �2 .
O

D
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Figura  5.1.50
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Figura 5.1.51Folosind formula lui Green avem: �Q�x � �P�y = 4x� 3� x2 � y2.Vom identi�
a �Q�x = 4x� 3; �P�y = x2 + y2: Atun
i Q(x; y) = 2x2 � 3x+ '1(y);P (x; y) = x2y + y33 + '2(x). Fun
t�iile '1 �si '2 le putem lua egale 
u zero deoare
e'2(x) dx + '1(y) dy este o diferent�ial�a total�a �si atun
i integrala ei pe un 
ontur �̂n
his(
er
ul � 
are m�argine�ste pe D) este zero. Atun
i:I = Z�  x2y + y33 ! dx+ (2x2 � 3x) dy,� �ind 
er
ul de e
uat�ie x2 + y2� 4x+ 3 = 0, par
urs �̂n sens dire
t trigonometri
. Avem(�) : x = 2 + 
os t; y = sin t; t 2 [0; 2�℄ �si:I = Z 2�0 ("(2 + 
os t)2 sin t+ sin3 t3 # � (� sin t) + [2(2 + 
os t)2 � 3(2 + 
os t)℄ 
os t) dt =



Integrale duble. Formula lui Green 269= Z 2�0 "�4 sin2 t� 4 sin2 t 
os t� sin2 2t4 � (1� 
os 2t)212 + 8 
os t + 8 
os2 t+ 2 
os3 t��6 
os t� 3 
os2 ti dt = Z 2�0 ��4 + 9 
os2 t + 2 
os t� 4 sin2 t 
os t+ 2 
os t(1� sin2 t)��1�
os 4t8 � 1�2 
os 2t+
os2 2t12 ! dt = �8�+ 9� t2 + sin 2t4 �����2�0 + 2 sin t���2�0 � 4 sin3 t3 ����2�0 ++2 sin t� sin3 t3 ! ����2�0 � �4 + 132 sin 4t���2�0 � �6 + 16 � sin 2t2 ����2�0 � 112 � t2 + sin 4t4 � ����2�0 = �2 .11. S�a se 
al
uleze 
u ajutorul integralelor 
urbilinii, folosind formula lui Green,ariile domeniilor 
ompa
te m�arginite de urm�atoarele 
urbe:a) x = a 
os t; y = b sin t; 0 � t � 2�; b) (x+ y)2 = ax; a > 0 �si axa Ox;
) x3 + y3 = 3axy; x > 0; y > 0; a > 0.Rezolvare. a) Avem A(D) = 12 Z� x dy � y dx; unde � este elipsa8<: x = a 
os ty = b sin t; t 2 [0; 2�℄; (vezi Figura 5.1.51).Obt�inem A(D) = 12 Z 2�0 [a 
os t � b 
os t+ b sin t � a sin t℄ dt = �ab:b) Pentru a desena domeniul 
ompa
t m�arginit de 
urba (�) : x2 +2xy+y2�ax = 0trebuie mai �̂ntâi s�a o studiem. Avem:Æ = ������ 1 11 1 ������ = 0; � = ��������� 1 1 �a=21 1 0�a=2 0 0 ��������� = �a24 6= 0.Dedu
em 
�a avem o parabol�a. Valorile proprii �1; �2 sunt solut�iile e
uat�iei:������ 1� � 11 1� � ������ = 0 , (1� �)2 � 1 = 0 ) �1 = 0; �2 = 2.Pentru �1 = 0 
oordonatele ve
torilor proprii 
orespunz�atori satisfa
 sistemul8<: x+ y = 0x+ y = 0 ) y = �x. O baz�a �̂n subspat�iul propriu 
orespunz�ator lui �1 = 0 esteformat�a din ~e1 = 1p2~i � 1p2~j. Pentru �2 = 2 
oordonatele ve
torilor proprii satisfa
sistemul 8<: �x + y = 0x� y = 0 ) x = y. O baz�a �̂n subspat�iul propriu 
orespunz�ator lui �2 = 2este format�a din ~e2 = 1p2~i + 1p2~j.Matri
ea s
himb�arii de baz�a de la baza 
anoni
�a la baza B = f~e1; ~e2g esteS = 0� 1=p2 1=p2�1=p2 1=p2 1A. La s
himbarea bazei 
oordonatele unui pun
t se s
himb�a �̂nfelul urm�ator:



270 Capitolul 5X = SX 0 , 8<: x = 1=p2x0 + 1=p2 y0y = �1=p2x0 + 1=p2 y0:Înlo
uind a
este relat�ii �̂n e
uat�ia 
urbei � obt�inem:2y02 = ap2x0 + ap2y0 , 2 y0 � a4p2!2 = ap2  x0 + a8p2!.Fa
em �̂n 
ontinuare translat�ia 8>><>>: y0 � a4p2 = y00x0 + a8p2 = x00 �si g�asim astfel e
uat�ia redus�a aparabolei 2(y00)2 = ap2x00.Leg�atura �̂ntre 
oordonatele (x; y) �si (x00; y00) este 8>>><>>>: x = a16 + 1p2x00 + 1p2y00y = 3a16 � 1p2x00 + 1p2y00:Vârful parabolei este V (x00 = 0; y00 = 0), de
i V �x = a16 ; y = 3a16�. Obt�inem astfelparabola desenat�a �̂n Figura 5.1.52.
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Conform formulei A(D) = 12 Z� x dy � y dx, unde � = �1 [ �2, 
u:(�1) : 8<: x = ty = �t +pat; t 2 [a; 0℄; (�2) : 8<: x = ty = 0; t 2 [0; a℄;rezult�a:A(D) = 12 Z 0a "t �  �1 + pa2pt!� (�t +pat)# dt+ 12 Z a0 0 dt = 14 Z a0 pat dt = a26 .
) Pentru a obt�ine o parametrizare a bu
lei foliului lui Des
artes, not�am t = yx �si



Integrale duble. Formula lui Green 271atun
i obt�inem 8>><>>: x = 3at1 + t3y = 3at21 + t3 ; t 2 [0;1): Foliul lui Des
artes este desenat �̂n Figura5.1.53 (pentru 
onstru
t�ia sa vezi 
ursul de algebr�a [11℄). Rezult�a:A(D) = 12 Z� x dy � y dx = 12 Z 10 " 3at1 + t3 � 3a(2t� t4)(1 + t3)2 � 3at21 + t3 � 3a(1� 2t3)(1 + t3)2 # dt == 9a22 Z 10 t(2t� t4)� t2(1� 2t3)(1 + t3)3 dt = 9a22 Z 10 t2 + t5(1 + t3)3 dt = 9a22 Z 10 t2(1 + t3)2 dt t3=u== 3a22 Z 10 du(1 + u)2 = 3a22 .
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Figura 5.1.53
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PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE12. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale duble:a) ZZD sin (mx + ny) dx dy; unde D = [0; a℄� [0; b℄:b) ZZD y(1 + x2 + y2)3=2 dx dy; unde D = [1; 2℄� [0; 1℄.
) ZZD 2xp1 + y4 � x4 dx dy; unde D este limitat de y = x, x = 0, y = 1.d) ZZD �xa + yb��n dx dy; unde D este domeniul 
ompa
t m�arginit de triunghiul 
uvârfurile O(0; 0), A(a; 0), B(0; b), n 6= 2.



272 Capitolul 5e) ZZD xp�1 � yq�1 dx dy; p � 1; q � 1; unde D este domeniul limitat de x + y = 1,x = 0, y = 0.f) ZZD jxyj dx dy; unde D este domeniul m�arginit de 
er
ul de raz�a a �si 
u 
entrul�̂n originea 
oordonatelor.g) ZZD xy dx dy; unde D este limitat de y = x2, y = 2x+ 3.h) ZZD(xy+y2) dx dy; unde D este limitat de parabolele y2 = 2px �si x2 = 2py; p > 0.i) ZZD ar
sinpx+ y dx dy; unde D este limitat de x + y = 0, x + y = 1, y = �1,y = 1.j) ZZD xy dx dy; unde D este limitat de xy = 1, x + y = 52.k) ZZD dx dy(x2 + y + 1)2 ; unde D este domeniul m�arginit de triunghiul OAB, O(0; 0),A(1; 0), B(0; 1).13. S�a se 
al
uleze tre
ând la 
oordonate polare urm�atoarele integrale duble:a) ZZDqx2 + y2 dx dy; unde (D) : x2 + y2 � a2:b) ZZD  x2a2 + y2b2! dx dy; unde (D) : x2 + y2 � R2.
) ZZD f(qx2 + y2) dx dy; unde (D) : x2 + y2 � 1, f fun
t�ie 
ontinu�a.d) ZZD(x2 + y2) dx dy; unde (D) : x2a2 + y2b2 � 1:e) ZZD x2y2 dx dy; unde (D) : x2a2 + y2b2 � 1; x � 0; y � 0.f) ZZD ar
sin� 12� (x2 + y2)1=2� dx dy; unde (D) : �2 � x2 + y2 � 4�2.g) ZZD f(x; y) dx dy; unde (D) : a2 � x2 + y2 � b2; y � x, f fun
t�ie 
ontinu�a.h) ZZD 2ay � x2 � y2y dx dy; unde D : x2 + y2 � 2ay � 0; y � a.14. Efe
tuând s
himb�arile de variabile s�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale duble:a) ZZD j 
os (x + y)j dx dy; unde (D) : 0 � x � �; 0 � y � �; 8<: x + y = ux� y = v:b) ZZD e(x3+y3)=(xy) dx dy; unde D este limitat de y2 � 2px = 0, x2 � 2py = 0;8<: x = u2vy = uv2:
) ZZDs1 + x2a2 � y2b2 dx dy; unde (D) : � 4b5ax � y � 3b5ax; x2a2 � y2b2 � 1; a; >�0;



Integrale duble. Formula lui Green 2738<: x = au 
h vy = bu sh v:d) ZZD j sinqx2 + y2j dx dy; unde D este limitat de 
urbele (�1) : x = t 
os t; y == t sin t; t 2 [0; 2�℄ (spirala lui Arhimede) �si (�2) : x = t; y = 0; t 2 [0; 2�℄;8<: x = uv 
os vy = uv sin v:15. S�a se 
al
uleze ariile domeniilor limitate de 
urbele:a) (x� y)2 + x2 = a2; a > 0: b) (x2 + y2)2 = 8a2xy; x > 0.
) x + y = a; x+ y = b; y = �x; y = �x; 0 < a < b; 0 < � < �.16. Folosind integrala dubl�a s�a se 
al
uleze volumele 
orpurilor limitate de urm�atoarelesuprafet�e:a) x2 + y2 � 2ax = 0; x2 + y2 = 2pz; z = 0:b) z = x2 + y2; y = x2; y = 1; z = 0.
) z = x2 + y2; x2 + y2 = x; x2 + y2 = 2x; z = 0.d) z = e�(x2+y2); z = 0; x2 + y2 = R2.e) z = x3=2 + y3=2; z = 0; x + y = 1; x = 0; y = 0.17. S�a se 
al
uleze masa �si 
oordonatele 
entrelor de greutate ale pl�a
ilor omogenelimitate de urm�atoarele 
urbe:a) (x2 + y2)2 = 2a2xy; x > 0; y > 0: b) ay = x2; x+ y = 2a; a > 0.18. S�a se 
al
uleze momentele de inert�ie Ix �si Iy �̂n raport 
u axele de 
oordonateOx �si Oy ale pl�a
ii omogene (%0 = 1) limitat�a de 
urba x4 + y4 = a2(x2 + y2):19. S�a se determine aria 
uprins�a �̂ntre parabolele y2 = 2px �si x2 = 2py, (p > 0)pre
um �si momentul ei de inert�ie �̂n raport 
u originea, % � %0.20. S�a se 
al
uleze integrala:I = Z�(x+ y) dx� (x� y) dy;unde � este elipsa x2a2 + y2b2 = 1 par
urs�a �̂n sens dire
t trigonometri
. S�a se veri�
e apoirezultatul 
u formula lui Green.21. S�a se 
al
uleze 
u ajutorul integralelor 
urbilinii ariile domeniilor m�arginite deurm�atoarele 
urbe:a) (x2 + y2)2 = a2(x2 � y2); (lemnis
ata). b) x2=3 + y2=3 = a2=3; (astroida).
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) 8<: x = a(2 
os t� 
os 2t)y = a(2 sin t� sin 2t); t 2 [0; 2�℄; (
ardioida).
x2. INTEGRALE TRIPLE

Fie G � IR3 o mult�ime 
ubabil�a sau m�asurabil�a Jordan, adi
�a o mult�ime m�arginit�a 
uproprietatea 
�a pentru ori
e " > 0 exist�a �gurile poliedrale P", Q" astfel �̂n
ât P" � G � Q"�si V (Q")�V (P") < ". Num�arul V (G) = supP�GV (P ) = infG�QV (Q) se nume�ste volumul �guriispat�iale G. Prin �gur�a poliedral�a �̂nt�elegem �gura spat�ial�a 
ompus�a din unul sau mai multepoliedre (
orpuri poliedrale). Un domeniu 
ompa
t G � IR3 (o mult�ime 
ompa
t�a 
u ÆGdomeniu) este 
ubabil, adi
�a are volum.Fun
t�ia f : G ! IR este integrabil�a pe G (G mult�ime 
ubabil�a), notat f 2 R(G),da
�a 9 I 2 IR a.̂�. 8 " > 0 9 Æ(") > 0 
u proprietatea 
�a pentru ori
e � 2 D (mult�imeadiviziunilor lui G) 
u k�k < Æ, � = (Gi)i=1;n �si 8 zi 2 Gi; i = 1; n rezult�a:j��(f; zi)� Ij < "; unde ��(f; zi) = nXi=1 f(zi) � V (Gi).Num�arul I se nume�ste integrala tripl�a a fun
t�iei f pe mult�imea 
ubabil�a G �si senoteaz�a I = ZZZG f(x; y; z) dx dy dz:Propriet�at�i. a) Fie f; g : G � IR3 ! IR, G mult�ime 
ubabil�a. Da
�a f 2 R(G);g 2 R(G), �; � 2 IR atun
i �f + �g 2 R(G) �si:ZZZG(�f(x; y; z) + �g(x; y; z)) dx dy dz=�ZZZGf(x; y; z) dx dy dz + �ZZZGg(x; y; z) dx dy dz.b) Fie G = G1 [G2, G1; G2 mult�imi 
ubabile 
u ÆG1 \ ÆG2= ;, iar f : G! IR. Da
�af 2 R(G) atun
i f 2 R(G1) �si f 2 R(G2) �si:ZZZG f(x; y; z) dx dy dz = ZZZG1 f(x; y; z) dx dy dz + ZZZG2 f(x; y; z) dx dy dz.Si invers da
�a f 2 R(G1) �si f 2 R(G2) atun
i f 2 R(G) �si are lo
 egalitatea de mai sus.
) Fie f; g : G ! IR, G mult�ime 
ubabil�a, f; g 2 R(G) �si f(x; y; z) � g(x; y; z);8 (x; y; z) 2 G. Atun
i:ZZZG f(x; y; z) dx dy dz � ZZZG g(x; y; z) dx dy dz.d) Fie f : G! IR m�arginit�a, f 2 R(G), M = sup(x;y;z)2Gf(x; y; z), m = inf(x;y;z)2Gf(x; y; z).Atun
i: m � V (G) � ZZZG f(x; y; z) dx dy dz �M � V (G).



Integrale triple 275e) Da
�a f 2 R(G) atun
i jf j 2 R(G) �si:����ZZZG f(x; y; z) dx dy dz���� � ZZZG jf(x; y; z)j dx dy dz.Teorema 5.2.1. Da
�a G � IR3 este un domeniu 
ompa
t, 
u V (G) 6= 0, iar f : G!! IR este o fun
t�ie 
ontinu�a pe G atun
i f 2 R(G).Teorema 5.2.2 (Fubini). Fie G un domeniu 
ompa
t din IR3 simplu �̂n raport 
uaxa Oz, dat prin inegalit�at�ile:8<: z1(x; y) � z � z2(x; y); 8 (x; y) 2 D � IR2; D domeniu 
ompa
t;z1(x; y) � z2(x; y); 8 (x; y) 2 D; z1; z2 fun
t�ii 
ontinue:Da
�a f : G ! IR, f 2 R(G) �si pentru 8 (x; y) 2 D 9 I(x; y) = Z z2(x;y)z1(x;y) f(x; y; z) dzatun
i I 2 R(D) �si:ZZZG f(x; y; z) dx dy dz = ZZD dx dy Z z2(x;y)z1(x;y) f(x; y; z) dz.Conse
int�a 5.2.1. Da
�a G este un domeniu 
ompa
t simplu �̂n raport 
u axa Oz,iar f : G! IR este o fun
t�ie 
ontinu�a atun
i sunt �̂ndeplinite toate ipotezele din Teorema5.2.1, de
i are lo
 egalitatea de mai sus.Conse
int��a 5.2.2. Da
�a G este un domeniu 
ompa
t simplu �̂n raport 
u toate 
eletrei axe de 
oordonate, iar f : G! IR este o fun
t�ie 
ontinu�a, atun
i ordinea de integrarenu este esent�ial�a �̂n 
al
ulul integralei ZZZG f(x; y; z) dx dy dz.Teorema 5.2.3 (s
himbarea de variabile �̂n integrala tripl�a). Fie T : IR3 ! IR3 otransformare regulat�a �T =(f1; f2; f3), 9 �fi�xj ; i; j = 1; 3 
ontinue �si J= D(f1; f2; f3)D(x1; x2; x3) 6=0�de e
uat�ii x = '(u; v; w); y =  (u; v; w); z = �(u; v; w), �̂n 
are ',  , � admit derivatepart�iale mixte de ordinul al doilea 
ontinue, iarG �si eG sunt domenii 
ompa
te m�arginite desuprafet�ele �, e� simple, �̂n
hise �si netede (sau netede pe port�iuni) astfel �̂n
ât � = T (e�),G = T ( eG). Fie f : G! IR o fun
t�ie 
ontinu�a pe G. Atun
i are lo
 formula:ZZZG f(x; y; z) dx dy dz=ZZZeG f('(u; v; w);  (u; v; w); �(u; v; w)) �����D(';  ; �)D(u; v; w) ����� du dv dw.Cazuri parti
ulare. a) În 
oordonatele 
ilindri
e r; '; z, unde x = r 
os', y = r sin',z = z, r � 0; ' 2 [0; 2�℄, z 2 IR avem D(x; y; z)D(r; '; z) = r �si:ZZZG f(x; y; z) dx dy dz = ZZZeG f(r 
os'; r sin'; z) � r dr d' dz.b) În 
oordonatele polare (sferi
e) r; ';  , unde x = r 
os' 
os , y = r sin' 
os ;z = r sin , r � 0, ' 2 [0; 2�℄,  2 [��=2; �=2℄ avem D(x; y; z)D(r; ';  ) = r2 
os �si:ZZZG f(x; y; z) dx dy dz = ZZZeG f(r 
os' 
os ; r sin' 
os ; r sin ) � r2 
os dr d' d .
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�a 
onsider�am 
oordonatele polare r; '; �, unde x = r 
os' sin �, y = r sin' sin �,z = r 
os �, r � 0; ' 2 [0; 2�), � 2 [0; �℄ avem D(x; y; z)D(r; �; ') = r2 sin �, iar:ZZZG f(x; y; z) dx dy dz = ZZZeG f(r 
os' sin �; r sin' sin �; r 
os �) � r2 sin � dr d' d�.Cal
ulul volumelor. Pentru un domeniu 
ompa
t G simplu �̂n raport 
u axa Ozsau 
u ori
e alt�a ax�a sau un domeniu 
are se des
ompune �̂ntr-o reuniune �nit�a de astfelde subdomenii, volumul s�au se 
al
uleaz�a 
u formula:V (G) = ZZZG dx dy dz.Apli
at�iile integralelor triple �̂n me
ani
�a1Æ. Masa unui 
orp. Da
�a un 
orp o
up�a volumul G �si % = %(x; y; z) este densitatealui �̂n pun
tul (x; y; z) atun
i masa a
estui 
orp este egal�a 
u:M = ZZZG %(x; y; z) dx dy dz.2Æ. Centrul de greutate al unui 
orp. Coordonatele 
entrului de greutate (x0; y0; z0)al unui 
orp G se 
al
uleaz�a dup�a formulele:x0 = 1M ZZZG x � %(x; y; z) dx dy dz; y0 = 1M ZZZG y � %(x; y; z) dx dy dz,z0 = 1M ZZZG z � %(x; y; z) dx dy dz.Da
�a 
orpul este omogen se ia % � %0.3Æ. Momente de inert�ie. Momentul de inert�ie al unui 
orp �̂n raport 
u un plan �, oax�a d sau un pun
t P , este integrala:I = ZZZG % r2 dx dy dz,unde r este distant�a pun
tului 
urent al 
orpului (x; y; z) la planul �, axa d, respe
tivpun
tul P .Momentele de inert�ie ale unui 
orp �̂n raport 
u planele de 
oordonate sunt:Ixy = ZZZG %z2 dx dy dz; Iyz = ZZZG %x2 dx dy dz; Ixz = ZZZG %y2 dx dy dz.Momentele de inert�ie ale unui 
orp �̂n raport 
u axele de 
oordonate Ox, Oy, Oz suntIx = Ixy + Ixz; Iy = Ixy + Iyz; Iz = Ixz + Iyz.Momentul de inert�ie al unui 
orp �̂n raport 
u originea 
oordonatelor este:I0 = ZZZG % (x2 + y2 + z2) dx dy dz; adi
�a I0 = Ixy + Iyz + Ixz.4Æ. Potent�ialul 
âmpului graviti
. Potent�ialul newtonian al unui 
orp G �̂n pun
tulP (x; y; z) este integrala:u(x; y; z) = ZZZG %(�; �; �) d� d� d�r ,unde % = %(�; �; �) este densitatea 
orpului �si r = q(� � x)2 + (� � y)2 + (� � z)2.



Integrale triple 277Un pun
t material de mas�a m este atras de un 
orp 
u o fort��a ale 
�arei proie
t�ii X,Y , Z pe axele de 
oordonate Ox, Oy, Oz sunt:X = km �u�x = km ZZZG % � � xr3 d� d� d�; Y = km �u�y = km ZZZG % � � yr3 d� d� d�,Z = km �u�z = km ZZZG % � � zr3 d� d� d�,unde k este 
onstanta atra
t�iei gravitat�ionale.PROBLEME REZOLVATE1. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale triple:a) ZZZG dx dy dz(1 + x+ y + z)3 ; unde G este domeniul 
ompa
t limitat de suprafet�ele x++y + z = 1; x = 0; y = 0; z = 0.b) ZZZG z dx dy dz; unde G este domeniul 
ompa
t limitat de suprafet�ele z2 = h2R2 (x2++y2); z = 0; z = h.
) ZZZG xy2z3 dx dy dz; unde G este domeniul 
ompa
t limitat de suprafet�ele z == xy; y = x; x = 1; z = 0.d) ZZZG xy dx dy dz; unde G este domeniul 
ompa
t limitat de suprafet�ele x2 + y2 == 1; z = 0; z = 1; x = 0; y = 0.e) ZZZG(x2 + y2)z dx dy dz; unde G este limitat de suprafet�ele z = x2 + y2; x2 + y2++z2 = 6.Rezolvare. Fun
t�iile de mai sus sunt 
ontinue pe domeniile respe
tive.a) Domeniul G este simplu �̂n raport 
u axa Oz (vezi Figura 5.2.1),(G) : 8<: 0 � z � 1� x� y(x; y) 2 D; unde (D) : 8<: 0 � x � 10 � y � 1� x; (vezi Figura 5.2.2):
O

D

1

1
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y

Figura  5.2.2
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D

G

1
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Figura  5.2.1Rezult�a:



278 Capitolul 5I = ZZZG dx dy dz(1 + x + y + z)3 = ZZD dx dy Z 1�x�y0 dz(1 + x+ y + z)3 = ZZD ��12��� 1(1 + x+ y + z)2 ����z=1�x�yz=0 ! dx dy = 12 ZZD " 1(1 + x+ y)2 � 14# dx dy D s=Oy== 12 Z 10 dx Z 1�x0 " 1(1 + x + y)2 ��14# dy = 12 Z 10  � 11 + x+ y � 14y! ����y=1�xy=0 dx == 12 Z 10 ��12 � 14(1� x) + 11 + x� dx = 12  �34x + x28 + ln (1 + x)! ����10 = 12 �ln 2� 58�.b) Domeniul G este simplu �̂n raport 
u axa Oz (vezi Figura 5.2.3). Avem(G) : 8><>: hRqx2 + y2 � z � h(x; y) 2 D; unde (D) : x2 + y2 � R2; (vezi Figura 5.2.4).
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D

x
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Figura  5.2.4
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z=h

Figura  5.2.3Rezult�a astfel:I = ZZZG z dx dy dz = ZZD dx dy Z hhRpx2+y2 z dz = ZZD  z22 ����z=hz= hRpx2+y2! dx dy == 12 ZZD "h2 � h2R2 (x2 + y2)# dx dy = h22R2 ZZD(R2 � x2 � y2) dx dy.Fa
em s
himbarea de variabile x = r 
os'; y = r sin'; (r; ') 2 D0, unde (D0) :8<: 0 � r � R0 � ' � 2�: Obt�inem:I = h22R2 Z R0 Z 2�0 (R2�r2) r dr d' = h22R2 Z 2�0 d' � Z R0 (R2r� r3) dr = h2�R2  R2r22 � r44 ! ����R0 == �R2h24 .
) Domeniul G desenat �̂n Figura 5.2.5 este simplu �̂n raport 
u axa Oz,(G) : 8<: 0 � z � xy(x; y) 2 D; unde (D) : 8<: 0 � x � 10 � y � x; (vezi Figura 5.2.6) este simplu �̂nraport 
u Oy.Rezult�a:



Integrale triple 279I = ZZZG xy2z3 dx dy dz = ZZD dx dy Z xy0 xy2z3 dz = ZZD xy2 z44 ����z=xyz=0 dx dy == ZZD x5y64 dx dy = Z 10 dx Z x0 x5y64 dy = 14 Z 10 x5 � y77 ����y=xy=0dx = 128 Z 10 x12 dx = 1364.
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Figura  5.2.6
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Figura  5.2.5d) Domeniul G desenat �̂n Figura 5.2.7 este simplu �̂n raport 
u axa Oz,(G) : 8<: 0 � z � 1(x; y) 2 D; unde (D) : 8<: x2 + y2 � 1x; y � 0; (vezi Figura 5.2.8):
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Figura  5.2.7Rezult�a:I = ZZZG xy dx dy dz = ZZD dx dy Z 10 xy dz = ZZD xy � z���z=1z=0 dx dy = ZZD xy dx dy.Pentru a 
al
ula integrala dubl�a obt�inut�a mai sus fa
em s
himbarea de variabilex = r 
os'; y = r sin', (r; ') 2 fD, (fD) : 0 � r � 1; 0 � ' � �=2. Dedu
em astfel 
�a:I = ZZeD r2 
os' sin' � r dr d' = Z 10 r3 dr � Z �=20 sin 2'2 d' = r44 ����10 � ��14 
os 2'� �����=20 = 18.Observat�ie. Integrala tripl�a de mai sus o mai putem 
al
ula folosind 
oordonatele
ilindri
e x = r 
os'; y = r sin', z = z, D(x; y; z)D(r; '; z) = r; (r; '; z) 2 eG; unde ( eG) : 0 �� r � 1; 0 � ' � �=2; 0 � z � 1. Rezult�a:



280 Capitolul 5I = ZZZeG r2 
os' sin' � r dr d' dz = Z 10 r3 dr � Z �=20 sin 2'2 d' � Z 10 dz = 18.e) Domeniul G desenat �̂n Figura 5.2.9 este simplu �̂n raport 
u axa Oz,(G) : 8<: x2 + y2 � z � p6� x2 � y2(x; y) 2 D; unde D este proie
t�ia lui G pe planul Oxy.F�a
ând interse
t�ia dintre paraboloid �si sfer�a rezult�a 
er
ul x2 + y2 = 2; z = 2, de undededu
em 
�a D este domeniul: x2 + y2 � 2 (vezi Figura 5.2.10). Obt�inem astfel:I = ZZZG(x2 + y2)z dx dy dz = ZZD dx dy Z p6�x2�y2x2+y2 (x2 + y2)z dz = 12 ZZD(x2 + y2)��(6� x2 � y2 � (x2 + y2)2) dx dy.Fa
em s
himbarea de variabile x = r 
os'; y = r sin'; (r; ') 2 fD; unde (fD) :8<: 0 � r � p20 � ' � 2�: Rezult�a:I = 12 ZZeD r2(6�r2�r4)r dr d' = � Z p20 (6r3�r5�r7) dr = �  6r44 � r66 � r88 ! ����p20 = 8�3 .
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Figura  5.2.9
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Figura  5.2.10
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2. S�a se 
al
uleze tre
ând la 
oordonate polare urm�atoarele integrale triple:a) ZZZG xyz dx dy dz; unde domeniul 
ompa
t G este limitat de suprafet�ele x2 + y2++z2 = 1; x = 0, y = 0, z = 0.b) ZZZGqx2 + y2 + z2 dx dy dz; unde G este limitat de suprafat�a x2 +y2 +z2�z = 0.
) ZZZG(x2 + y2 + z2) dx dy dz; unde G este domeniul limitat de suprafet�ele x2a2 ++y2b2 + z2
2 � 1 = 0, x = 0, y = 0, z = 0.d) ZZZG(x2 + y2 + xy) dx dy dz; unde G este domeniul limitat de suprafet�ele x2a2 ++y2b2 + z2
2 = 1, x2 + y2 + z2 = 
2, a > b > 
 > 0.Rezolvare. Fun
t�iile de mai sus sunt 
ontinue pe domeniile indi
ate.



Integrale triple 281a) Domeniul G este desenat �̂n Figura 5.2.11. Folosim 
oordonatele polare:8>>><>>>: x = r 
os' sin �y = r sin' sin �z = r 
os �; (r; '; �) 2 eG; unde ( eG) : 8>>><>>>: 0 � r � 10 � ' � �=20 � � � �=2:
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Figura  5.2.11

O

G

x

y

z

2

1

1/

Figura  5.2.12Determinantul fun
t�ional �ind D(x; y; z)D(r; �; ') = r2 sin �, rezult�a:I = ZZZeG r3 
os' sin' sin2 � 
os � � r2 sin � dr d' d� = Z 10 Z �=20 Z �=20 r5 sin 2'2 sin3 ��� 
os � dr d' d� = 12 Z 10 r5 dr � Z �=20 sin 2'd' � Z �=20 sin3 � � (sin �)0 d� = 112 � � 
os 2'2 �����=20 ��sin4 �4 �����=20 = 148.b) Domeniul G : x2 + y2 + �z � 12�2 � 14 este desenat �̂n Figura 5.2.12. Tre
ândla 
oordonate polare: x = r 
os' sin �, y = r sin' sin �, z = r 
os �; obt�inem pentruG : r2 � r 
os � ) r � 
os � (
os � � 0; � 2 [0; �=2℄). De
i ( eG) : 0 � ' � 2�;0 � � � �=2; 0 � r � 
os �: Rezult�a:I = ZZZeG r � r2 sin � dr d' d� = Z 2�0 d' Z �=20 d� Z 
os �0 r3 sin � dr = �Z 2�0 d'��� Z �=20 sin � � 
os4 �4 d�! = �10 :
) Domeniul G este desenat �̂n Figura 5.2.13. Folosim 
oordonatele polare generali-zate: 8>>><>>>: x = ar 
os' sin �y = br sin' sin �z = 
r 
os �; (r; '; �) 2 eG; unde ( eG) : 8>>><>>>: 0 � r � 10 � ' � �=20 � � � �=2:Determinantul fun
t�ional �ind D(x; y; z)D(r; �; ') = ab
r2 sin �, rezult�a:ZZZeG(a2r2 
os2 ' sin2 � + b2r2 sin2 ' sin2 � + 
2r2 
os2 �) � ab
r2 sin � dr d' d� == ab
 ZZZeG r4[(a2 
os2 '+ b2 sin2 ') sin3 � + 
2 
os2 � sin �℄ dr d' d� =



282 Capitolul 5= ab
 "Z 10 r4 dr �Z �=20 sin3 � d� �Z �=20 (a2 
os2 '+ b2 sin2 ') d'+ 
25  �
os3 �3 ! �����=20 � �2 #== ab
 "15  � 
os � + 
os3 �3 ! �����=20 � Z �=20 (a2 
os2 '+ b2 sin2 ') d'+ 
2�30 # == ab
 " 215 Z �=20 (a2 
os2 '+ b2 sin2 ') d'+ �
230 # = ab
 " 215 Z �=20 �a2 1 + 
os 2'2 ++b2 1� 
os 2'2 � d'+ �
230 # = ab
 "a215 �'+ sin 2'2 � �����=20 + b22 �'� sin 2'2 � �����=20 ++�
230 # = �(a2 + b2 + 
2)ab
30 .
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Figura  5.2.13
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Figura  5.2.14

ad) Domeniul G = G1 � G2, unde G1 este domeniul limitat de elipsoid, iar G2 estedomeniul limitat de sfer�a (vezi Figura 5.2.14). Rezult�a:I = ZZZG1(x2 + y2 + xy) dx dy dz � ZZZG2(x2 + y2 + xy) dx dy dz.Pentru prima integral�a de mai sus fa
em s
himbarea de variabile x = ar 
os' sin �,y = br sin' sin �, z = 
r 
os �, (r; '; �) 2 eG1, unde ( eG1): 0 � r � 1, 0 � ' � 2�,0 � � � �. Rezult�a:I1 = ZZZeG1 [(a2r2 
os2 '+ b2r2 sin2 '+ abr2 
os' sin') sin2 � � ab
r2 sin � dr d' d� == ab
 Z 10 r4 dr � Z 2�0 (a2 
os2 '+ b2 sin2 '+ ab 
os' sin') d' � Z �0 sin3 � d� == ab
5  � 
os � + 
os3 �3 ! �����0 � Z 2�0  a2 1 + 
os 2'2 + b2 1� 
os 2'2 + ab2 sin 2'! d' == 4ab
15 "a22 �'+ sin 2'2 � ����2�0 + b22 �'� sin 2'2 � ����2�0 � ab4 
os 2'���2�0 # = 4�ab
(a2 + b2)15 .Pentru a doua integral�a pe domeniulG2 fa
em s
himbarea de variabile x = r 
os' sin �,y = r sin' sin �, z = r 
os �, (r; '; �) 2 eG2, unde ( eG2): 0 � r � 
, 0 � ' � 2�, 0 � � � �.Obt�inem:I2 = ZZZG2(x2+y2+xy) dx dy dz = ZZZeG2 [r2(
os2 '+sin2 ') sin2 �+r2 
os' sin' sin2 �℄��r2 sin � dr d' d� = Z 
0 r4 dr � Z 2�0 �1 + sin 2'2 � d' � Z �0 sin3 � d� = 8�
515 :



Integrale triple 283De
i I = I1 � I2 = 4�
15 [(a2 + b2)ab� 2
4℄.3. S�a se 
al
uleze urm�atoarea integral�a tripl�a:ZZZG x2 dx dy dz,unde domeniul G este limitat de suprafet�ele z = ay2, z = by2, y > 0 (0 < a < b), z = �x,z = �x (0 < � < �), z = h (h > 0), efe
tuând s
himbarea de variabile u = zy2 , v = zx ,w = z.Rezolvare. Domeniul G este desenat �̂n Figura 5.2.15. Coordonatele pun
telor A,B, C �si D sunt: A0�h� ;shb ; h1A, B 0�h�;shb ; h1A, C 0�h� ;sha ; h1A, D0�h�;sha ; h1A,(triunghiul 
urbiliniu OAB apart�ine 
ilindrului z = by2, iar triunghiul 
urbiliniu OCDapart�ine 
ilindrului z = ay2).F�a
ând s
himb�arile de variabile indi
ate �̂n enunt�, rezult�a domeniul (fG): a � u � b,� � v � �, 0 � w � h. Deoare
e x = wv , y = rwu , z = w, determinantul fun
t�ional esteD(x; y; z)D(u; v; w) = �12 wpwv2upu .
O

D

A C

B

x

2
2

y

z

z=h

(OAB)
(OCD)

z= xb

z= xa

z=by
z= ya

G

Figura  5.2.15Rezult�a 
�a:I = ZZZeG w2v2 � 12 wpwv2upu du dv dw = 12 Z ba u�3=2 du Z �� v�4 dv Z h0 w7=2 dw = 12 � u�1=2�1=2 ����ba��v�3�3 ������ � w9=29=2 ����h0 = 2h9=227  1pb � 1pa! �  1�3 � 1�3!.4. S�a se determine domeniul de integrare �si apoi s�a se modi�
e �̂n diverse moduriordinea de integrare:a) I = Z 10 dx Z 1�x0 dy Z x+y0 f(x; y; z) dz; b) I = Z 1�1 dx Z p1�x2�p1�x2 dy Z 1px2+y2 f(x; y; z) dz;unde f este o fun
t�ie 
ontinu�a.Rezolvare. a) Domeniul G este:



284 Capitolul 5(G) : 8>>><>>>: 0 � x � 10 � y � 1� x0 � z � x + y ) (G) : 8>>><>>>: 0 � z � x + y(x; y) 2 D;(Figura 5.2.16); unde (D) : 8>>><>>>: 0 � x � 10 � y � 1� x;(Figura 5.2.17):
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Figura  5.2.16
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Figura  5.2.17G a fost 
onsiderat simplu �̂n raport 
u axa Oz, iar D simplu �̂n raport 
u axa Oy.Considerând pe D simplu �̂n raport 
u axa Ox, obt�inem:I=ZZZGf(x; y; z) dx dy dz=ZZDdx dyZ x+y0 f(x; y; z) dz=Z 10 dyZ 1�y0 dxZ x+y0 f(x; y; z) dz.Da
�a dorim s�a integr�am mai �̂ntâi �̂n raport 
u x, des
ompunem pe G �̂n G = G1[G2,unde G1 = AOCD �si G2 = ABCO sunt simple fat��a de Ox. Proie
t�ia lui G1 pe planul Oyzeste domeniul D01 = OCE, iar proie
t�ia lui G2 pe planul Oyz este domeniul D02 = OBC(vezi Figura 5.2.18). De
i:(G1) : 8<: z � y � x � 1� y(y; z) 2 D01; 
u (D01) : 8>>><>>>: 0 � y � 1y � z � 1;(simplu =Oz) sau (D01) : 8>>><>>>: 0 � z � 10 � y � z;(simplu =Oy);iar (G2) : 8<: 0 � x � 1� y(y; z) 2 D02 
u (D02) : 8>>><>>>: 0 � y � 10 � z � y;(simplu =Oz) sau (D02) : 8>>><>>>: 0 � z � 1z � y � 1;(simplu =Oy):(E
uat�ia fet�ei OCD este x + y = z, iar e
uat�ia fet�ei ABCD este x + y � 1 = 0,obt�inut�a din e
uat�ia planului prin 3 pun
te).
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Figura  5.2.18
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Figura  5.2.19Rezult�a astfel:



Integrale triple 285I = ZZZG1 f(x; y; z) dx dy dz + ZZZG2 f(x; y; z) dx dy dz; unde:ZZZG1 f(x; y; z) dx dy dz=ZZD01 dy dzZ 1�yz�y f(x; y; z) dx=Z 10 dyZ 1y dzZ 1�yz�y f(x; y; z) dx== Z 10 dz Z z0 dy Z 1�yz�y f(x; y; z) dx;iar:ZZZG2 f(x; y; z) dx dy dz=ZZD02 dy dzZ 1�y0 f(x; y; z) dx=Z 10 dyZ y0 dzZ 1�y0 f(x; y; z) dx== Z 10 dz Z 1z dy Z 1�y0 f(x; y; z) dx.Da
�a dorim s�a integr�am mai �̂ntâi �̂n raport 
u y, des
ompunem pe G �̂n G = G01[G02,unde G01 = ABOD �si G02 = DOBC sunt simple �̂n raport 
u axa Oy. Proie
t�ia lui G01 peplanul Oxz este domeniul D001 = AOD, iar proie
t�ia lui G02 pe planul Oxz este domeniulD002 = DOE (vezi Figura 5.2.19). De
i:(G01) : 8<: 0 � y � 1� x(x; z) 2 D001 ; 
u (D001) : 8>>><>>>: 0 � x � 10 � z � x;(simplu =Oz) sau (D001) : 8>>><>>>: 0 � z � 1z � x � 1;(simplu =Ox); iar:(G02) : 8<: z � x � y � 1� x(x; z) 2 D002 
u (D002) : 8>>><>>>: 0 � x � 1x � z � 1;(simplu =Oz) sau (D002) : 8>>><>>>: 0 � z � 10 � x � z;(simplu =Ox):Rezult�a:I = ZZZG01 f(x; y; z) dx dy dz + ZZZG02 f(x; y; z) dx dy dz; unde:ZZZG01 f(x; y; z) dx dy dz=ZZD001 dx dzZ 1�x0 f(x; y; z) dy=Z 10 dxZ x0 dzZ 1�x0 f(x; y; z; dy== Z 10 dz Z 1z dx Z 1�x0 f(x; y; z) dy; iar:ZZZG02 f(x; y; z) dx dy dz=ZZD002 dx dzZ 1�xz�x f(x; y; z) dy=Z 10 dxZ 1x dzZ 1�xz�x f(x; y; z) dy == Z 10 dz Z z0 dx Z 1�xz�x f(x; y; z) dy.b) Domeniul G este:(G) : 8>>><>>>: �1 � x � 1�p1� x2 � y � p1� x2px2 + y2 � z � 1 ) (G) : 8<: px2 + y2 � z � 1(x; y) 2 D; (vezi Figura 5.2.20); unde(D) : 8<: �1 � x � 1�p1� x2 � y � p1� x2 (vezi Figura 5.2.21):Domeniul G a fost 
onsiderat simplu �̂n raport 
u axa Oz, iar D simplu �̂n raport 
uaxa Oy. Considerându-l pe D simplu �̂n raport 
u axa Ox, obt�inem:



286 Capitolul 5I = ZZZG f(x; y; z) dx dy dz = ZZD dx dy Z 1px2+y2 f(x; y; z) dz == Z 1�1 dy Z p1�y2�p1�y2 dx Z 1px2+y2 f(x; y; z) dz.
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Figura  5.2.21
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Figura  5.2.20Domeniul G este simplu �si �̂n raport 
u axa Ox, proie
t�ia sa pe planul Oyz �inddomeniul D1 (vezi Figura 5.2.22). De
i:(G) : 8<: �pz2 � y2 � x � pz2 � y2(y; z) 2 D1; unde (D1) : 8<: 0 � z � 1�z � y � z; (simplu =Oy)sau D1 = D01 [D001 
u D01 = AOC, D001 = OCB, (D01) : 8<: �1 � y � 0�y � z � 1; (simplu =Oz) �si(D001) : 8<: 0 � y � 1y � z � 1; (simplu =Oz):Rezult�a astfel:I = ZZD1 dy dz Z pz2�y2�pz2�y2 f(x; y; z) dx = Z 10 dz Z z�z dy Z pz2�y2�pz2�y2 f(x; y; z) dx == Z 0�1 dy Z 1�y dz Z pz2�y2�pz2�y2 f(x; y; z) dx+ Z 10 dy Z 1y dz Z pz2�y2�pz2�y2 f(x; y; z) dx.
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Figura  5.2.22
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Figura  5.2.23
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În mod asem�an�ator G este simplu �si fat��a de axa Oy, proie
t�ia sa pe planul Oxz �inddomeniul D2 (vezi Figura 5.2.23). De
i:



Integrale triple 287(G) : 8<: �pz2 � x2 � y � pz2 � x2(x; z) 2 D2; unde (D2) : 8<: 0 � z � 1�z � x � z; (simplu =Ox)sau D2 = D02[D002 
uD02 = A0OC, D002 = OB0C; (D02) : 8<: �1 � x � 0�x � z � 1; (simplu =Oz) �si(D002) : 8<: 0 � x � 1x � z � 1; (simplu =Oz):Rezult�a:I = ZZD2 dx dz Z pz2�x2�pz2�x2 f(x; y; z) dy = Z 10 dz Z z�z dx Z pz2�x2�pz2�x2 f(x; y; z) dy == Z 0�1 dx Z 1�x dz Z pz2�x2�pz2�x2 f(x; y; z) dy + Z 10 dx Z 1x dz Z pz2�x2�pz2�x2 f(x; y; z) dy.5. S�a se 
al
uleze volumele 
orpurilor limitate de urm�atoarele suprafet�e:a) z2 = x24 + y29 ; 2z = x24 + y29 ; b) x2p2 + y2q2 = 2z; z = ax + by + 
;
) z = x2 + y2; z = 2x2 + 2y2; y = x; y = x2;d) x2 + z2 = a2; x + y = �a; x� y = �a; e)  x2a2 + y2b2 + z2
2!2 = x2a2 + y2b2 ;f) z = x2 + y2; z = 2(x2 + y2); xy = a2; xy = 2a2; x = 2y; 2x = y; x > 0; y > 0;g) �xa�1=2 + �yb�1=2 + �z
�1=2 = 1; x = 0; y = 0; z = 0;h) x2 + z2 = a2; y2 + z2 = a2.Rezolvare. a) Domeniul G limitat de suprafet�ele din enunt� este desenat �̂n Figura5.2.24, proie
t�ia sa pe planul Oxy �ind domeniul D desenat �̂n Figura 5.2.25.

Interse
t�ia dintre paraboloid �si 
on este elipsa din planul z = 2 de e
uat�ie x24 +y29 = 4.De
i (D) : x216 + y236�1 � 0, iar (G) : 8>><>>: z1(x; y) = x28 + y218 � z � sx24 + y29 = z2(x; y)(x; y) 2 D:



288 Capitolul 5Rezult�a:V (G) =ZZZG dx dy dz =ZZDdx dy Z z2(x;y)z1(x;y) dz =ZZD 24sx24 + y29 � 12  x24 + y29 !35 dx dy.Pentru a 
al
ula integrala dubl�a de mai sus fa
em s
himbarea de variabile x == 4r 
os', y = 6r sin', (r; ') 2 fD, unde (fD) : 8<: 0 � r � 10 � ' � 2�: De
i:V (G) = ZZeD(2r � 2r2)24r dr d' = 48 Z 10 dr Z 2�0 (r2 � r3) d' = 96�  r33 � r44 ! ����10 = 8�.b) Domeniul G este desenat �̂n Figura 5.2.26. Interse
t�ia dintre paraboloid �si planeste o 
urb�a (parabol�a) 
are se proie
teaz�a �̂n planul Oxy �̂ntr-o 
urb�a � a 
�arei e
uat�ie odetermin�am prin eliminarea lui z din e
uat�iile paraboloidului �si planului: x2p2 + y2q2 == 2(ax + by + 
). Rezult�a:(G) : 8>><>>: z1(x; y) = 12  x2p2 + y2q2! � z � ax + by + 
 = z2(x; y)(x; y) 2 D;unde (D) : x2p2 + y2q2 � 2(ax+ by + 
). Obt�inem astfel:V (G) =ZZZG dx dy dz =ZZDdx dy Z z2(x;y)z1(x;y) dz =ZZD"ax + by + 
� 12  x2p2 + y2q2!# dx dy.
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Figura  5.2.26
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Figura  5.2.27Pentru a 
al
ula integrala dubl�a de mai sus s
riem inegalitatea din de�nit�ia dome-niului D �̂n felul urm�ator:x2p2 � 2ax + a2p2 + y2q2 � 2bq + b2q2 � a2p2 � b2q2 � 2
 � 0, xp � ap!2 +  yq � bq!2 � a2p2 + b2q2 + 2
.



Integrale triple 289Astfel fa
em s
himbarea de variabile xp � ap = r 
os', yq � bq = r sin'; (r; ') 2 D0,unde (D0) : 8<: 0 � r � pa2p2 + b2q2 + 2
 = r00 � ' � 2� sau x = p(ap+ r 
os') = ap2 + pr 
os',y = q(bq + r sin') = bq2 + qr sin'. Avem D(x; y)D(r; ') = pqr, iar:V (G) = ZZD  �a2p22 + ax� 12 x2p2 � b2q22 + by � 12 y2q2 + a2p22 + b2q22 + 
! dx dy == ZZD 24�12  xp � ap!2 � 12  yq � bq!2 + a2p22 + b2q22 + 
35 dx dy == ZZD0  �r22 + a2p22 + b2q22 + 
! pqr dr d' = pq� Z r00 (a2p2 + b2q2 + 2
� r2) r dr == pq�4 (a2p2 + b2q2 + 2
)2:
) DomeniulG este desenat �̂n Figura 5.2.27, iar proie
t�ia sa pe planul Oxy este dome-niul D (vezi Figura 5.2.28). De
i (G) : 8<: z1(x; y) = x2 + y2 � z � 2(x2 + y2) = z2(x; y)(x; y) 2 D;unde (D) : 8<: 0 � x � 1x2 � y � x:Domeniul G v�azut dinspre partea pozitiv�a a axei Oy arat�a 
a �̂n Figura 5.2.29.Rezult�a:V (G) = ZZZG dx dy dz = ZZD dx dy Z z2(x;y)z1(x;y) dz = ZZD(x2 + y2) dx dy == Z 10 dx Z xx2(x2 + y2) dy = Z 10  x2y + y33 ! ����y=xy=x2 dx = Z 10  4x33 � x4 � x63 ! dx = 335.
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Figura 5.2.29d) Domeniul G este desenat �̂n Figura 5.2.30. �si el este 
uprins �̂ntre 
ele 4 "petale"(vezi de asemenea Figura 5.2.31).Avem V (G) = 4V (G1); unde G1 este 
orpul 
uprins �̂ntre triunghiul 
urbiliniu ABE�si petala AED (y > 0; z > 0). Mai pre
is V (G) = 8V (G2), unde G2 este 
orpul 
uprins



290 Capitolul 5�̂ntre triunghiul 
urbiliniu ABO �si jum�atatea de petal�a ADO (DO - segment de dreapt�a,x; y; z > 0).
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Figura  5.2.31
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Figura  5.2.30Proie
t�am pe G2 pe planul Oxz (el este simplu �̂n raport 
u axa Oy) �si obt�inem:(G2) : 8<: 0 � y � a� x(x; z) 2 D; unde (D) : 8<: x2 + z2 � a2x; z � 0; (Figura 5.2.32):Rezult�a:V (G) = 8 ZZD dx dz Z a�x0 dy = 8 ZZD(a� x) dx dz = 8 Z a0 dx Z pa2�x20 (a� x) dz == 8 Z a0 (a� x)pa2 � x2 dx x=a sin t= 8a3 Z �=20 (1� sin t) 
os2 t dt = 8a3 Z �=20 1 + 
os 2t2 dt++8a3 
os3 t3 �����=20 = 2a33 (3� � 4).
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Figura  5.2.32e) Domeniul G este  x2a2 + y2b2 + z2
2!2 � x2a2 + y2b2 , iar V (G) = ZZZG dx dy dz. Pentrua 
al
ula integrala tripl�a de mai sus fa
em s
himbarea de variabile x = ar 
os' sin �,y = br sin' sin �, z = 
r 
os �. Introdu
ând a
este relat�ii �̂n inegalitatea 
are de�ne�stedomeniul G obt�inem:



Integrale triple 291r4 � r2 
os2 ' sin2 � + r2 sin2 ' sin2 � ) r2 � sin2 � ) r � sin �.De
i (r; '; �) 2 eG, unde ( eG) : 0 � ' � 2�, 0 � r � sin �, 0 � � � �. Deoare
eD(x; y; z)D(r; �; ') = ab
r2 sin �, rezult�a 
�a:V (G) = ZZZeG ab
r2 sin � dr d' d� = ab
 Z 2�0 d' Z �0 sin � Z sin �0 r2 dr == 2ab
� Z �0 sin4 �3 d� = �ab
6 Z �0 (1� 
os 2�)2 d� = �ab
6 Z �0 (1� 2 
os 2� + 
os2 2�) d� == �2ab
4 .f) Domeniul G este desenat �̂n Figura 5.2.33, unde _AB; _EF2 (P1), (P1) : z = x2+y2,iar _CD; _GH2 (P2), (P2) : z = 2(x2 + y2). F�a
ând interse
t�ia dintre diferite suprafet�e
are m�argines
 domeniul G obt�inem pun
tele:A ap2; ap2 ; 5a22 ! ; B  ap2 ; ap2; 5a22 ! ; C  ap2; ap2 ; 5a2! ; D ap2 ; ap2; 5a2! ;E(2a; a; 5a2); F (a; 2a; 5a2); G(2a; a; 10a2); H(a; 2a; 10a2).Obt�inem (G) : 8<: z1(x; y) = x2 + y2 � z � 2(x2 + y2) = z2(x; y)(x; y) 2 D; unde domeniul Deste m�arginit de xy = a2, xy = 2a2, x = 2y, 2x = y, (vezi Figura 5.2.34).Rezult�a: V (G) = ZZZG dx dy dz = ZZD dx dy Z z2(x;y)z1(x;y) dz = ZZD(x2 + y2) dx dy.Pentru a 
al
ula integrala dubl�a de mai sus fa
em s
himbarea de variabilexy = u; yx = v ) x = ruv ; y = puv; (u; v) 2 fD, unde (fD) : 8<: a2 � u � 2a212 � v � 2:

Figura 5.2.33
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Deoare
e D(x; y)D(u; v) = 12v ; rezult�a:



292 Capitolul 5V (G) = Z 2a2a2 du Z 21=2 12v �uv + uv� dv = 12 Z 2a2a2 du Z 21=2 � uv2 + u� dv == 12 Z 2a2a2 ��uv + uv� ����v=2v=1=2 du = 12 Z 2a2a2 3u du = 9a44 .
a
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Figura 5.2.34
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aObservat�ie. Integrala tripl�a de mai sus o mai putem 
al
ula f�a
ând s
himbarea de vari-abile: 8>>>>><>>>>>: xy = uyx = vx2 + y2z = w ) 8>>>>><>>>>>: x = ruvy = puvz = u+ uv2vw ; (u; v; w) 2 eG; unde ( eG) : 8>>><>>>: a2 � u � 2a212 � v � 212 � w � 1:Deoare
e D(x; y; z)D(u; v; w) = �u(1 + v2)2v2w2 , rezult�a 
�a:V (G) =ZZZeG u(1 + v2)2v2w2 du dv dw = 12  Z 2a2a2 u du! Z 21=2 1 + v2v2 dv! Z 11=2 1w2 dw! == 3a44 ��1v + v� ����21=2 �� 1w� ����11=2 = 9a44 .g) Domeniul G este desenat �̂n Figura 5.2.35. Fa
em s
himbarea de variabile:8>>><>>>: x = ar4 
os4 ' sin4 �y = br4 sin4 ' sin4 �z = 
r4 
os4 �; (r; '; �) 2 eG; unde ( eG) : 8>>><>>>: 0 � r � 10 � ' � �=20 � � � �=2:Avem: V (G) = ZZZG dx dy dz = ZZZeG �����D(x; y; z)D(r; �; ') ����� dr d' d�.Cal
ul�am determinantul fun
t�ional; obt�inem D(x; y; z)D(r; �; ') = 64ab
r11 sin3 ' 
os3 ' sin7 � 
os3 �.De
i:V (G) = ZZZeG 64ab
r11 sin3 ' 
os3 ' sin7 � 
os3 � dr d' d� = 64ab
 � 112 Z �=20 sin3 2'8 d'�� Z �=20 sin7 � � 
os3 � d� = 16ab
3 Z �=20 (1� 
os2 2')(� 
os 2')016 d' � Z �=20 sin7 �(1� sin2 �)��(sin �)0d� = ab
3  � 
os 2'+ 
os3 2'3 ! �����=20 �  sin8 �8 � sin10 �10 ! �����=20 = ab
90 :



Integrale triple 293h) Din 
auza simetriilor fat��a de axele Ox, Oy, Oz, V = 8V1, unde V1 este volumul luiG1, desenat �̂n Figura 5.2.36. Suprafat�a MAS este a 
ilindrului y2+z2 = a2, iar suprafat�aAPM este a 
ilindrului x2+z2 = a2. Des
ompunem pe G1 �̂n MOSA �si MOAP . Rezult�a:
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x
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a

Figura  5.2.35
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Figura  5.2.36V = 8 ZZZG1 dx dy dz = 8 �ZZZMOSA dx dy dz + ZZZMOAP dx dy dz� ==8 24ZZ(AOS)dx dyZ pa2�y20 dz+ZZ(AOP )dx dyZ pa2�x20 dz35= 8"ZZ(AOS)qa2 � y2 dx dy++ ZZ(AOP )pa2 � x2 dx dy# = 8 �Z a0 qa2 � y2 dy Z y0 dx+ Z a0 pa2 � x2 dx Z x0 dy� == 8 �Z a0 yqa2�y2 dy + Z a0 xpa2�x2 dx� = 16 Z a0 xpa2�x2 dx = �8 (a2�x2)3=23=2 ����a0 == 16a33 .6. S�a se 
al
uleze masa �si 
oordonatele 
entrelor de greutate ale 
orpurilor omogene(% = %0) m�arginite de urm�atoarele suprafet�e:a) x2a2 + y2b2 = z2
2 ; z = 
; b) z = x2 + y2; x + y = a; x = 0; y = 0; z = 0.Rezolvare. a) Avem M(G) = ZZZG %0 dx dy dz = %0 ZZZG dx dy dz = %0V (G). Dome-niul G este desenat �̂n Figura 5.2.37. De
i (G) : 8>><>>: z0(x; y) = 
sx2a2 + y2b2 � z � 
(x; y) 2 D;unde (D) : x2a2 + y2b2 � 1; (vezi Figura 5.2.38).Obt�inem:M(G) = %0 ZZD dx dy Z 
z0(x;y) dz = %0 ZZD 0�
� 
sx2a2 + y2b21A dx dy.Pentru a 
al
ula integrala dubl�a de mai sus fa
em s
himbarea de variabilex = ar 
os', y = br sin', (r; ') 2 fD, unde (fD) : 0 � r � 1; 0 � ' � 2�. Rezult�a astfel
�a:



294 Capitolul 5M(G) = %0
 Z 10 dr Z 2�0 (1� r)abr dr d' = 2ab
�  r22 � r33 ! ����10 = ab
%0�3 .

Figura 5.2.38
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Coordonatele 
entrului de greutate al 
orpului G sunt:x0 = 1M ZZZG x%0 dx dy dz = %0M ZZZG x dx dy dz = %0M ZZD x dx dy Z 
z0(x;y) dz == %0
M ZZD x0�1�sx2a2 + y2b21A dx dy = %0
M Z 2�0 d' Z 10 ar 
os'(1� r)abr dr == a2b
%0M Z 2�0 
os'd' � Z 10 r2(1� r) dr = 0,y0 = 1M ZZZG y%0 dx dy dz = %0M ZZZG y dx dy dz = %0M ZZD y dx dy Z 
z0(x;y) dz == %0
M ZZD y0�1�sx2a2 + y2b21A dx dy = %0
M Z 2�0 d' Z 10 br sin'(1� r)abr dr = 0,z0 = 1M ZZZG z%0 dx dy dz = %0M ZZZG z dx dy dz = %0M ZZD dx dy Z 
z0(x;y) z dz == %02M ZZD "
2 � 
2  x2a2 + y2b2 !# dx dy = %0
22M Z 2�0 d' Z 10 (1� r2)abr dr = %0
2ab�4M = 3
4 .De
i x0 = y0 = 0; z0 = 3
4 .b) Domeniul G este desenat �̂n Figura 5.2.39. Avem:(G) : 8<: 0 � z � x2 + y2 = z0(x; y)(x; y) 2 D; unde (D) : 8<: 0 � x � a0 � y � a� x; (Figura 5.2.40):
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Figura  5.2.40
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Integrale triple 295Rezult�a:M = ZZZG %0 dx dy dz = %0 ZZD dx dy Z z0(x;y)0 dz = %0 ZZD(x2 + y2) dx dy == %0 Z a0 dx Z a�x0 (x2 + y2) dy = %0 Z a0  x2y + y33 ! ����y=a�xy=0 dx = %0 Z a0 hx2(a� x)++13(a� x)3� dx = %0 "ax33 � x44 � 112(a� x)4# ����a0 = %0a46 .Coordonatele 
entrului de greutate al 
orpului G sunt:x0 = 1M ZZZG x%0 dx dy dz = %0M ZZZG x dx dy dz = %0M ZZD x dx dy Z z0(x;y)0 dz == %0M ZZDx(x2+y2) dx dy = %0M Z a0 dx Z a�x0 (x3 + xy2) dy = %0M Z a0  x3y+xy33 ! ����y=a�xy=0 dx == %0M Z a0 "x3(a� x) + x(a� x)33 # dx = %0a515M = 2a5 ,y0 = 1M ZZZG y%0 dx dy dz = %0M ZZZG y dx dy dz = %0M ZZD y dx dy Z z0(x;y)0 dz == %0M ZZDy(x2 + y2) dx dy = %0M Z a0 dx Z a�x0 (x2y + y3) dy = %0M Z a0  x2 y22 + y44 ! ����y=a�xy=0 dx == %0M Z a0 "x22 (a� x)2 + (a� x)44 # dx = %0a515M = 2a5 ,z0 = 1M ZZZG z%0 dx dy dz = %0M ZZD dx dy Z z0(x;y)0 z dz = %02M ZZD(x2 + y2)2 dx dy == %02M Z a0 dx Z a�x0 (x4 + 2x2y2 + y4) dy = %02M Z a0  x4y + 2x2y33 + y55 ! ����y=a�xy=0 dx == %02M Z a0 "x4(a� x) + 23x2(a� x)3 + (a� x)55 # dx = 7a6%0180M = 7a230 :De
i x0 = y0 = 2a5 ; z0 = 7a230 .7. S�a se determine momentele de inert�ie �̂n raport 
u planele de 
oordonate ale
orpului omogen m�arginit de urm�atoarele suprafet�e:x2a2 + y2b2 + z2
2 = 1; x2a2 + y2b2 = xa ;  x2a2 + y2b2 � xa! ; % = %0.Rezolvare. Domeniul G este desenat �̂n Figura 5.2.41; el este limitat de elipsoid �side 
ilindrul �xa � 12�2 + y2b2 = 14. Avem:(G) : 8>><>>: z1(x; y) = �
s1� x2a2 � y2b2 � z � 
s1� x2a2 � y2b2 = z2(x; y)(x; y) 2 D;unde (D) : �xa � 12�2 + y2b2 � 14 , �x� a2�2a24 + y2b24 � 1; (vezi Figura 5.2.42).Rezult�a atun
i:



296 Capitolul 5Ixy=ZZZG %0z2 dx dy dz = %0ZZD dx dyZ z2(x;y)z1(x;y) z2 dz= 2%0
33 ZZD 1�x2a2� y2b2 !3=2 dx dy.Folosind 
oordonatele polare x = ar 
os'; y = br sin', obt�inem noul domeniu plan(fD) : 8<: ��=2 � ' � �=20 � r � 
os': Dedu
em:Ixy = 2%0
33 ZZeD(1� r2)3=2abr dr d' = 2%0ab
33 Z �=2��=2 d' Z 
os'0 (1� r2)3=2r dr == 2%0ab
33 Z �=2��=2 "�12 (1� r2)5=25=2 # ����
os'0 d' = 2%0ab
315 Z �=2��=2(1� sin5 ') d' = 2%0ab
315 ��++ 
os'� 23 
os3 '+ 
os5 '5 ! �����=2��=2� = 2%0ab
3�15 .
O y

b

x

z

c G

a

Figura 5.2.41
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Figura 5.2.42Apoi:Iyz = ZZZG %0x2 dx dy dz = %0 ZZD x2 dx dy Z z2(x;y)z1(x;y) dz = 2
%0 ZZDs1�x2a2� y2b2 x2 dx dy == 2
%0 Z �=2��=2 d' Z 
os'0 a2r2 
os2 'p1� r2abr dr = 2a3b
%0 Z �=2��=2 
os2 ' Z 
os'0 (r3 � r++r)p1� r2 dr = 2a3b
%0 Z �=2��=2 
os2 ' "12 (1� r2)5=25=2 � 12 (1� r2)3=23=2 # ����
os'0 d' == 2a3b
%0 Z �=2��=2 
os2 ' sin5 '5 � sin3 '3 + 215! d' = 2a3b
%0Z �=2��=2���15� (
os')0(
os2 '��2 
os4 '+ 
os6 ') + (
os')03 (
os2 '� 
os4 ') + 215 1 + 
os 2'2 # d' = 2a3b
�%015 ,Ixz = ZZZG %0y2 dx dy dz = %0 ZZD y2 dx dy Z z2(x;y)z1(x;y) dz = 2%0
 ZZD y2s1� x2a2 � y2b2 dx dy == 2%0
 Z �=2��=2 d' Z 
os'0 b2r2 sin2 'p1� r2abr dr = 2%0ab3
 Z �=2��=2 sin2 ' Z 
os'0 (r3 � r++r)p1� r2 dr = 2%0ab3
 Z �=2��=2 sin2 ' "12 (1� r2)5=25=2 � 12 (1� r2)3=23=2 # ����
os'0 == 2%0ab3
 Z �=2��=2sin2 ' sin5 '5 � sin3 '3 + 215! d' = 2%0ab3
 Z �=2��=2"�(
os')05 (1� 3 
os2 '+



Integrale triple 297+3 
os4 '� 
os6 ') + 13(
os')0(1� 2 
os2 '+ 
os4 ') + 215 1� 
os 2'2 � d' = 2%0ab3
�15 .De
i Ixy = 2%0ab
3�15 ; Iyz = 2%0a3b
�15 ; Ixz = 2%0ab3
�15 :8. S�a se a
e momentul de inert�ie al 
orpului omogen m�arginit de un 
on 
ir
ular de�̂n�alt�ime h �si de raz�a r0:a) �̂n raport 
u axa lui;b) �̂n raport 
u planul dus prin vârf �si paralel 
u baza, (% = %0).Rezolvare. Luând axa 
onului axa Oz, obt�inem 
orpul din Figura 5.2.43; avem:(G) : 8><>: z0(x; y) = hr0qx2 + y2 � z � h(x; y) 2 D; unde (D) : x2 + y2 � r20.
x

y

z

h

G

D

O

Figura 5.2.43a) Momentul de inert�ie al 
onului�̂n raport 
u axa sa, adi
�a axa Oz este:Iz=ZZZG %0(x2+y2) dx dy dz=%0ZZZG(x2 + y2) dx dy dz = %0ZZD(x2+y2) dx dyZ hz0(x;y)dz== %0 ZZD(x2 + y2) h� hr0qx2 + y2! dx dy.Fa
em s
himbarea de variabile x = r 
os', y = r sin', (r; ') 2 fD, unde (fD) : 0 �� r � r0, 0 � ' � 2�. Obt�inem:Iz = %0 ZZeD r2  h� rhr0 ! r dr d' = 2�%0  hr44 � r5h5r0! ����r00 = �%0hr4010 = 310Mr20,unde M = %0 V = %0 �r20h3 .b) Planul dus prin vârful 
onului �si paralel 
u baza este planul Oxy. De
i:Ixy = ZZZG %z2 dx dy dz = %0 ZZZG z2 dx dy dz = %0 ZZD dx dy Z hz0(x;y) z2 dz == %0h33 ZZD "1� 1r30 (x2 + y2)3=2# dx dy.Cu 
oordonate polare obt�inem:Ixy = %0h33 ZZeD  1� r3r30! r dr d' = 2�%0h33  r202 � 1r30 r505 ! = �%0h3r205 = 35Mh2.



298 Capitolul 59. S�a se determine momentele de inert�ie �̂n raport 
u axele de 
oordonate, pre
um �si�̂n raport 
u originea 
oordonatelor ale 
orpului omogen m�arginit de suprafet�ele:z = x2 + y2; x + y = �1; x� y = �1; z = 0; (% = %0).Rezolvare. Domeniul G este ABCDA1B1C1D1 (vezi Figura 5.2.44) �si se proie
teaz�ape planul Oxy �̂n domeniul D (vezi Figura 5.2.45). De
i (G) : 8<: 0 � z � x2+y2=z0(x; y)(x; y) 2 D;unde D = D1 [D2, (D1) : 8<: �1 � x � 0�1� x � y � 1 + x; (D2) : 8<: 0 � x � 1x� 1 � y � 1� x:
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Cal
ul�am mai �̂ntâi momentele de inert�ie �̂n raport 
u planele de 
oordonate. Avem:Ixy = ZZZG %0z2 dx dy dz = %0 ZZD dx dy Z z0(x;y)0 z2 dz = %0 ZZD (x2 + y2)33 dx dy == %03 ZZD1(x2 + y2)3 dx dy + %03 ZZD2(x2 + y2)3 dx dy = %03 Z 10 dx Z 1�xx�1 (x2 + y2)3 dy++%03 Z 0�1 dx Z 1+x�1�x(x2 + y2)3 dy = 23%0 Z 10 dx Z 1�xx�1 (x6 + 3x4y2 + 3x2y4 + y6) dy == 2%03 Z 10  x6y + x4y3 + 35x2y5 + y77 ! ����y=1�xy=x�1dx = 4%03 Z 10 hx6(1� x) + x4(1� x)3++35x2(1� x)5 + 17(1� x)7� dx ' 0; 057%0.Apoi:Iyz = ZZZG %0x2 dx dy dz = %0 ZZD x2 dx dy Z z0(x;y)0 dz = %0 ZZD x2(x2 + y2) dx dy == 4%0 Z 10 dx Z 1�x0 (x4 + x2y2) dy = 4%0 Z 10 "x4(1� x) + x23 (1� x)3# dx ' 0; 156%0,Ixz = ZZZG %0y2 dx dy dz = %0 ZZD y2 dx dy Z z0(x;y)0 dz = %0 ZZD y2(x2 + y2) dx dy == 4%0 Z 10 dx Z 1�x0 (y2x2 + y4) dy = 4%0 Z 10 "x2(1� x)33 + (1� x)55 # dx ' 0; 156%0.Rezult�a 
�a momentele de inert�ie �̂n raport 
u axele de 
oordonate sunt:



Integrale triple 299Ix = Ixy + Ixz ' 0; 213%0; Iy = Ixy + Iyz ' 0; 213%0; Iz = Ixz + Iyz ' 0; 311%0,iar momentul de inert�ie �̂n raport 
u originea 
oordonatelor este:I0 = Ixy + Iyz + Ixz ' 0; 368%0.10. S�a se 
al
uleze momentul de inert�ie �̂n raport 
u dreapta (d) : x = y = z al
orpului omogen m�arginit de 
ilindrul x2 + y2 = a2 �si planele z = �h, de densitate %0.Rezolvare. Domeniul G este desenat �̂n Figura 5.2.46, proie
t�ia sa pe planul Oxy�ind domeniul D (vezi Figura 5.2.47). De
i (G) : 8<: �h � z � h(x; y) 2 D; unde (D) : x2+y2 � a2.
O

y

x

z

(d)
h
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Figura 5.2.46

O
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a

Figura 5.2.47Dire
t�ia dreptei (d) �ind dat�a de ve
torul ~u =~i+~j + ~k, rezult�a 
�a distant�a de la unpun
t arbitrar M(x; y; z) la dreapta (d) este:r = dist (M; (d)) = k ~MO � ~ukk~uk = k(x~i + y~j + z~k)� (~i+~j + ~k)kp3 == q(y � z)2 + (z � x)2 + (x� y)2p3 .Rezult�a atun
i 
�a momentul de inert�ie al 
orpului G �̂n raport 
u dreapta (d) este:Id = ZZZG %0r2 dx dy dz = %03 ZZZG[(y � z)2 + (z � x)2 + (x� y)2℄ dx dy dz == %03 ZZD dx dy Z h�h[(y � z)2 + (z � x)2 + (x� y)2℄ dz = %03 ZZD �� (y � z)33 + (z � x)33 ++z(x� y)2i����z=hz=�hdx dy = %03 ZZD "�(y � h)33 + (h� x)33 + h(x� y)2 + (y + h)33 ��(�h� x)33 + h(x� y)2# dx dy = %03 ZZD  4hx2 + 4hy2 � 4hxy + 4h33 ! dx dy.Fa
em s
himbarea de variabile x = r 
os', y = r sin', (r; ') 2 fD, unde (fD) : 0 �� r � a, 0 � ' � 2�. Obt�inem:Id= %03 ZZeD 4hr2�4hr2 sin' 
os'+ 4h33 ! r dr d' = %03 Z a0 drZ 2�0 �4hr3 � 2hr3 sin 2'+



300 Capitolul 5+4h3r3 ! d' = %03 "2h�a4 + a4h 
os 2'4 ����2�0 + 4�h3a23 # = %03  2a4h� + 4a2h3�3 ! == 2�%0a2h3  a2 + 2h23 ! = M3  a2 + 2h23 !,unde M este masa 
orpului G, adi
�a M = %0 V (G) = 2�%0a2h.11. S�a se 
al
uleze �̂n pun
tul P (0; 0; z) potent�ialul newtonian al 
orpului omogenm�arginit de sfera �2 + �2 + �2 = R2, de densitate %0.Rezolvare. Avem:u(0; 0; z) = ZZZG %0 d� d� d�q�2 + �2 + (� � z)2 ; unde (G) : �2 + �2 + �2 � R2.Fa
em s
himbarea de variabile � = r 
os' sin �, � = r sin' sin �, � = r 
os �, (r; '; �) 22 eG, unde ( eG) : 0 � r � R, 0 � ' � 2�, 0 � � � �. Rezult�a:u(0; 0; z)=ZZZeG%0 r2 sin � dr d' d�pr2 � 2rz 
os � + z2 = %0Z 2�0 d' � Z R0 Z �0 r2 sin � d� drpr2 � 2rz 
os � + z2 == 2�%0 Z R0 Z �0 r2(� 
os �)0pr2 � 2rz 
os � + z2 d� dr=2�%0 Z R0 r22rz (r2 � 2rz 
os � + z2)1=21=2 �����=��=0dr == 2�%0z Z R0 r[�(r2�2rz+ z2)1=2 + (r2 + 2rz+ z2)1=2℄ dr = 2�%0z Z R0 r[�jr� zj+ jr+ zj℄ dr.Da
�a z > R atun
i:u(0; 0; z) = 2�%0z Z R0 r[�(z � r) + (z + r)℄ dr = 4�%0R33z .Da
�a 0 < z � R atun
i:u(0; 0; z) = 2�%0z (Z z0 r[(r + z)� (z � r)℄ dr + Z Rz r[(r + z)� (r � z)℄ dr) == 2�%0z "Z z0 2r2 dr + Z Rz 2rz dr# = 2�%0  R2 � z23 !.Da
�a �R � z < 0 avem:u(0; 0; z) = 2�%0z (Z �z0 r[(�r � z)� (r � z)℄ dr + Z R�z r[(r + z)� (r � z)℄ dr) == 2�%0z "Z �z0 (�2r2) dr + Z R�z 2rz dr# = 2�%0  R2 � z23 !.Da
�a z < �R atun
i:u(0; 0; z) = 2�%0z Z R0 r[�(r � z) + (�r � z)℄ dr = 2�%0z Z R0 (�2r2) dr = �4�%0R33z .Pentru z = 0 avem:u(0; 0; 0) = 2�%0 Z R0 Z �0 r2 sin �r dr d� = 2�%0R2.De
i u(0; 0; z) = 8>>><>>>: 4�%0R33jzj ; da
�a jzj > R;2�%0  R2 � z23 ! ; da
�a jzj � R:
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e fort��a atrage 
orpul omogen m�arginit de 
ilindrul �2 + �2 = a2 �si planele� = 0, � = h, de densitate %0, pun
tul P (0; 0; z) de mas�a 1 ?Rezolvare. Avem:X = k � 1 ZZZG %0 (� � 0) d� d� d�(q�2 + �2 + (� � z)2)3 = k%0 ZZZG � d� d� d�(�2 + �2 + (� � z)2)3=2 ,Y = k%0 ZZZG � d� d� d�(�2 + �2 + (� � z)2)3=2 �si Z = k%0 ZZZG (� � z) d� d� d�(�2 + �2 + (� � z)2)3=2 ,unde (G) : 8<: �2 + �2 � a20 � � � h:Fa
em s
himbarea de variabile � = r 
os', � = r sin', � = �, (r; '; �) 2 eG, unde( eG) : 0 � r � a, 0 � ' � 2�, 0 � � � h. Rezult�a:X = k%0 ZZZeG r2 
os'dr d' d�(r2 + (� � z)2)3=2 = k%0 Z 2�0 
os'd' � Z a0 Z h0 r2 dr d�(r2 + (� � z)2)3=2 = 0,Y = k%0 ZZZeG r2 sin'dr d' d�(r2 + (� � z)2)3=2 = k%0 Z 2�0 sin'd' � Z a0 Z h0 r2 dr d�(r2 + (� � z)2)3=2 = 0,Z = k%0 ZZZeG (� � z)r dr d' d�(r2 + (� � z)2)3=2 = k%0 Z 2�0 d' � Z a0 Z h0 12 (� � z)2r dr d�(r2 + (� � z)2)3=2 == 2�k%0 Z h0 � � z2 (r2 + (� � z)2)�1=2�1=2 ����r=ar=0d� = 2�k%0 Z h0 (� � z) " 1j� � zj�� 1qa2 + (� � z)235 d�.Da
�a z > h atun
i:Z = 2�k%0 Z h0 (� � z) 24 1z � � � 1qa2 + (� � z)235 d� = 2�k%0 Z h0 �� 1�� � � zqa2 + (� � z)2� d� = 2�k%0 ��h�qa2 + (� � z)2���h0� = 2�k%0(�h�qa2 + (h� z)2++pa2 + z2).Da
�a 0 � z � h atun
i:Z = 2�k%08<:Z z0 (� � z) 24 1z � � � 1qa2 + (� � z)235 d� + Z hz (� � z) " 1� � z�� 1qa2 + (� � z)235 d�9=; = 2�k%0 ��z �qa2 + (� � z)2���z0 + h� z �qa2 + (� � z)2���hz� == 2�k%0[h� 2z +pa2 + z2 �qa2 + (h� z)2℄.Da
�a z < 0 atun
i:Z = 2�k%0 Z h0 (� � z) 24 1� � z � 1qa2 + (� � z)235 d� = 2�k%0(h�qa2 + (h� z)2++pa2 + z2).
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i �̂n 
on
luzie:X = Y = 0; Z = 2�k%0 npa2 + z2 �qa2 + (h� z)2 � (jzj � jh� zj)o :PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE13. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale triple:a) ZZZG dx dy dz(1 + x + y + z)4 ; unde G este domeniul 
ompa
t limitat de suprafet�elex = 0, x = 1, y = 0, y = 1, z = 0, z = 1.b) ZZZGqx2 + y2 dx dy dz; unde G este limitat de suprafet�ele x2 + y2 = z2, z = 1.
) ZZZG z3 dx dy dz(y + z)(x + y + z) ; unde G este limitat de suprafet�ele x + y + z = 1, x = 0,y = 0, z = 0.d) ZZZG[5(x� y)2 + 3az � 4a2℄ dx dy dz; unde domeniul G este limitat de suprafet�elex2 + y2 � az = 0, x2 + y2 + z2 = 2a2.e) ZZZG(x�y+z) sgn (x�z) dx dy dz; unde G este limitat de suprafet�ele x = 1, y = 1,z = 1, x = 0, y = 0, z = 0.14. Tre
ând la 
oordonate polare s�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale triple:a) ZZZG[(x� y)2 + z2℄ dx dy dz; unde G este limitat de sfera x2 + y2 + z2 = R2.b) ZZZG dx dy dzpx2 + y2 + z2 + a2 ; unde G este limitat de suprafet�ele x2 +y2 +z2�R2 = 0,z = 0.
)ZZZGs1� x2a2 � y2b2 � z2
2 dx dy dz; unde G este limitat de elipsoidul x2a2 + y2b2 + z2
2 =1.d) ZZZG f(x2+y2+z2) dx dy dz; unde G este limitat de suprafet�ele z = x2+y2, x = y,x = 1, y = 0, z = 0; s�a se ia apoi f � 1.15. S�a se determine domeniul de integrare �si apoi s�a se modi�
e �̂n diverse moduriordinea de integrare:a) I = Z 20 dx Z p2x�x20 dy Z a0 f(x; y; z) dz;b) I = Z 10 dx Z p1�x20 dy Z p1�x2�y20 f(x; y; z) dz,unde f este o fun
t�ie 
ontinu�a.16. S�a se 
al
uleze volumele 
orpurilor limitate de urm�atoarele suprafet�e:a) k2(x2 + y2) = z2; x2 + y2 � R2 = 0; (k2(x2 + y2) � z2).b) x2a2 + y2b2 � 1 = 0; z = �
; z = 
.
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) x2 + y2 + z2 � R2 = 0; x2 + y2 � r20 = 0; (x2 + y2 � r20 � 0); r0 < R:d) x2a2 + y2b2 + z2
2 = 1; x2a2 + y2b2 = z2
2 ;  x2a2 + y2b2 � z2
2! :e) x2 + y2 = z; z2 = xy; x � 0; y � 0:f) x2 + y2 + z2 = 2az; x2 + y2 � z2: g) x2a2 + y2b2 + z2
2 = 1:h) �xa�2=3 + �yb�2=3 + �z
�2=3 = 1.17. S�a se 
al
uleze masa �si 
oordonatele 
entrelor de greutate ale 
orpurilor omogene(% = %0) m�arginite de urm�atoarele suprafet�e:a) x2 + y2 + z2 = R2; z = 0: b) x2 + y2 + z2 = 3a2; x2 + y2 = 2az.
) x2a2 + y2b2 + z2
2 = 1; x = 0; y = 0; z = 0.18. S�a se determine momentul de inert�ie al 
orpului omogen (% = %0) având formaunui paralelipiped dreptunghi
 de mu
hii 2a, 2b, 2
 �̂n raport 
u planul de simetrie per-pendi
ular pe mu
hia 2
.19. S�a se a
e momentul de inert�ie al 
orpului omogen m�arginit de un 
ilindru de�̂n�alt�ime h �si de raz�a r0 �̂n raport 
u axa sa (% = %0).20. S�a se determine momentele de inert�ie �̂n raport 
u planele de 
oordonate ale
orpului omogen (% = %0) m�arginit de urm�atoarele suprafet�e:x2a2 + y2b2 = 2z
 ; xa + yb = z
 .21. S�a se determine momentele de inert�ie �̂n raport 
u axele de 
oordonate pre
um �si�̂n raport 
u originea 
oordonatelor ale 
orpului omogen (% = %0) m�arginit de suprafet�ele:x2 + y2 + z2 = 1; x2 + y2 � z2; z > 0.22. S�a se 
al
uleze �̂n pun
tul P (0; 0; z) potent�ialul newtonian al 
orpului m�arginitde 
ilindrul �2 + �2 = a2 �si planele � = 0, � = h, de densitate 
onstant�a %0.23. Cu 
e fort��a atrage 
orpul omogen m�arginit de sfera de raz�a R �si de mas�a M ,pun
tul material P (0; 0; a) de mas�a m ?



Capitolul 6INTEGRALE DE SUPRAFAT� �A
x1. INTEGRALE DE SUPRAFAT� �A. FORMULALUI STOKES S�I FORMULA LUIGAUSS-OSTROGRADSKI

Cal
ulul ariilor suprafet�elorFie � o suprafat��a neted�a dat�a prin e
uat�iile parametri
e:x = '(u; v); y =  (u; v); z = �(u; v); (u; v) 2 �; (6:1:1)unde � este un domeniu 
ompa
t din IR2. Atun
i aria suprafet�ei � este:A(�) = ZZ�pEG� F 2 du dv,unde E = (x0u)2 + (y0u)2 + (z0u)2, G = (x0v)2 + (y0v)2 + (z0v)2, F = x0u x0v + y0u y0v + z0u z0v:Avem EG� F 2 = A2 +B2 + C2, unde A = D( ; �)D(u; v) ; B = D(�; ')D(u; v) ; C = D(';  )D(u; v) .Da
�a suprafat�a neted�a � este dat�a �̂n mod expli
it prin e
uat�ia:z = f(x; y); (x; y) 2 D; (6:1:2)unde D este un domeniu 
ompa
t din IR2, atun
i EG� F 2 = 1 + (f 0x)2 + (f 0y)2, adi
�a:A(�) = ZZDq1 + (f 0x)2 + (f 0y)2 dx dy.Elementul de arie dS este dS = k~ru � ~rvk du dv = pA2 +B2 + C2 du dv, �̂n 
azulsuprafet�ei (6.1.1), unde ~r(u; v) = '(u; v)~i+ (u; v)~j+�(u; v)~k. În 
azul suprafet�ei (6.1.2)avem dS = p1 + p2 + q2 dx dy; unde p = f 0x; q = f 0y.Integrale de suprafat��a de primul tip sau de prima spe
ieFie � o suprafat��a neted�a dat�a prin e
uat�iile parametri
e (6.1.1).
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t�ia F : � ! IR este integrabil�a pe suprafat�a � da
�a exist�a �si este �nit�a limitalimd!0 nXi=1 F (xi; yi; zi)Si; unde Si = A(�i), � = [ni=1�i, iar d este norma diviziunii Æ0 == (�i)i=1;n a domeniului � 
orespunz�atoare diviziunii Æ = (�i)i=1;n �si a
east�a limit�a esteindependent�a de alegerea pun
telor Pi 2 �i. Da
�a fun
t�ia F este integrabil�a pe � atun
ilimita de mai sus se noteaz�a ZZ� F (x; y; z) dS �si se nume�ste integrala de suprafat��a deprimul tip a fun
t�iei F pe �.Propriet�at�i. a) Da
�a F1; F2 : G � IR3 ! IR sunt integrabile pe � (suprafat��a neted�ain
lus�a �̂n G), de
i 9 ZZ� F1(x; y; z) dS, ZZ� F2(x; y; z) dS, iar �; � 2 IR atun
i �F1++�F2 este integrabil�a pe � �si:ZZ�(�F1(x; y; z) + �F2(x; y; z)) dS = � ZZ� F1(x; y; z) dS + � ZZ� F2(x; y; z) dS.b) Fie � = �1 [ �2, �1; �2 suprafet�e netede 
u Æ�1 \ Æ�2= ;, iar F : G � IR3 ! IReste integrabil�a pe � (� � G). Atun
i F este integrabil�a pe �1 �si pe �2 �si:ZZ� F (x; y; z) dS = ZZ�1 F (x; y; z) dS + ZZ�2 F (x; y; z) dS.Teorema 6.1.1. Da
�a fun
t�ia F : �! IR este 
ontinu�a pe � atun
i ea este integra-bil�a pe � �si integrala ei este:ZZ� F (x; y; z) dS = ZZ� F ('(u; v);  (u; v); �(u; v)) � pEF �G2 du dv.Da
�a suprafat�a neted�a � este dat�a prin e
uat�ia (6.1.2), iar F : �! IR este o fun
t�ie
ontinu�a pe �, atun
i:ZZ� F (x; y; z) dS = ZZD F (x; y; f(x; y)) �q1 + p2 + q2 dx dy.Teorema r�amâne adev�arat�a �si da
�a � este o suprafat��a neted�a pe port�iuni.A
east�a integral�a de suprafat��a nu depinde de alegerea fet�ei suprafet�ei �.Apli
at�iile integralei de suprafat��a de primul tip �̂n me
ani
�a1Æ: Masa unei suprafet�e. Da
�a suprafat�a � are densitatea �̂n pun
tul (x; y; z), % == %(x; y; z) atun
i masa sa este M = ZZ� %(x; y; z) dS.2Æ: Centrul de greutate al unei suprafet�e. Coordonatele 
entrului de greutate (x0; y0; z0)al unei suprafet�e � se 
al
uleaz�a dup�a formulele:x0 = 1M ZZ� x %(x; y; z) dS; y0 = 1M ZZ� y %(x; y; z) dS; z0 = 1M ZZ� z %(x; y; z) dS.3Æ: Momente de inert�ie. Momentul de inert�ie al unei suprafet�e � �̂n raport 
u un plan�, o dreapt�a d sau un pun
t P este integrala I = ZZ� % r2 dS; unde r este distant�a de lapun
tul 
urent al suprafet�ei (x; y; z) la planul �, dreapta d, respe
tiv pun
tul P .Momentele de inert�ie ale suprafet�ei � �̂n raport 
u planele de 
oordonate sunt:Ixy = ZZ� % z2 dS; Iyz = ZZ� % x2 dS; Ixz = ZZ� % y2 dS.
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u axele de 
oordonate sunt:Ix = Ixy + Ixz; Iy = Ixy + Iyz; Iz = Ixz + Iyz.Momentul de inert�ie al suprafet�ei � �̂n raport 
u originea 
oordonatelor este:I0 = ZZ� %(x2 + y2 + z2) dS; adi
�a I0 = Ixy + Iyz + Ixz.Integrale de suprafat��a de al doilea tip sau de a doua spe
ieFie � o suprafat��a 
u dou�a fet�e, neted�a �si regulat�a. Presupunem 
�a orientarea lui �este pre
izat�a de ve
torul normalei ~n = 
os�~i+ 
os �~j + 
os 
~k,(unde 
os� = A�pA2+B2+C2 ; 
os � = B�pA2+B2+C2 ; 
os 
 = C�pA2+B2+C2 ; �̂n
azul suprafet�ei dat�a prin (6.1.1)).Fie P; Q; R : �! IR trei fun
t�ii de�nite �si 
ontinue pe �, iar Dz; Dx �si Dy proie
t�iilesuprafet�ei � pe planele de 
oordonate z = 0, x = 0 �si respe
tiv y = 0. Presupunem 
�aa
este proie
t�ii sunt orientate. S�a presupunem �̂n 
ontinuare 
�a suprafat�a � este dat�aprin:(a): z = f(x; y); (x; y) 2 Dz sau (b): x = g(y; z); (y; z) 2 Dx sau(
): y = h(z; x); (z; x) 2 Dy.Pentru 
azul (a) s�a 
onsider�am fat�a pozitiv�a a lui � 
ea pentru 
are unghiul dintre Oz�si versorul normalei ~n la � este as
ut�it, de
i 
os 
 = 1p1 + p2 + q2 . Introdu
em integrala:ZZ�R(x; y; z) dx dy = ZZDz R(x; y; f(x; y)) dx dy = ZZ�R(x; y; z) 
os 
 dS,numit�a integrala de suprafat��a de al doilea tip �̂n raport 
u planul z = 0.Analog se introdu
 integralele:ZZ� P (x; y; z) dy dz = ZZDx P (g(y; z); y; z) dy dz = ZZ� P (x; y; z) 
os� dS �siZZ�Q(x; y; z) dx dz = ZZDy Q(x; h(z; x); z) dx dz = ZZ�Q(x; y; z) 
os � dS,numite integralele de suprafat��a de al doilea tip �̂n raport 
u planul x = 0, respe
tiv y = 0.Însumând 
ele trei integrale de mai sus, obt�inem integrala:ZZ� P dy dz +Qdx dz +Rdx dy = ZZ�(P 
os� +Q 
os � +R 
os 
) dS,numit�a integrala de suprafat��a de al doilea tip, forma general�a.Teorema 6.1.2. În ipotezele de mai sus pentru suprafat�a � �si fun
t�iile P; Q; R,da
�a � este dat�a parametri
 prin e
uat�iile (6.1.1) atun
i:ZZ� P dy dz +Qdx dz +Rdx dy = � ZZ�(PA+QB +RC) du dv
u 
os 
 > 0 pentru � orientat�a pozitiv.Da
�a � este dat�a �̂n mod expli
it prin (6.1.2) atun
i:ZZ� P dy dz +Qdx dz +Rdx dy = � ZZD(�pP � qQ+R) dx dy
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u 
os 
 > 0 pentru � orientat�a pozitiv (fat�a pozitiv�a a lui �).Teorema r�amâne adev�arat�a �si da
�a suprafat�a � este regulat�a pe port�iuni.Teorema 6.1.3 (formula lui Stokes). Fie � o suprafat��a 
u dou�a fet�e, simpl�a,neted�a �si regulat�a (pe port�iuni) dat�a de (6.1.1) 
u ';  ; � 2 C2(�), m�arginit�a de un
ontur � simplu, �̂n
his �si neted (pe port�iuni). Presupunem 
�a domeniul 
ompa
t plan �are 
onturul � neted (pe port�iuni) �si 
�a sensului pozitiv de par
urgere a 
onturului � �̂i
orespunde par
urgerea 
onturului � �̂n sens pozitiv. Atun
i ~n = 
os�~i+ 
os �~j + 
os 
~k
ara
terizeaz�a fat�a aleas�a a lui �. Presupunem de asemenea 
�a fun
t�iile P; Q; R : G �� IR3 ! IR sunt de�nite �si 
ontinue pe domeniul G, (� � G) �si au derivate part�iale deordinul �̂ntâi 
ontinue pe G. Atun
i:Z�P dx+Qdy+Rdz =ZZ� �R�y � �Q�z ! dy dz+ �P�z � �R�x ! dz dx+ �Q�x � �P�y ! dx dy;(fat�a suprafet�ei �si sensul de par
urgere a 
onturului � se determin�a re
ipro
).Teorema 6.1.4 (formula lui Gauss-Ostrogradski). Fie � o suprafat��a simpl�a,�̂n
his�a, neted�a �si regulat�a (pe port�iuni) 
are delimiteaz�a un domeniu 
ompa
t G simplu�̂n raport 
u 
ele trei axe de 
oordonate, iar P; Q; R : G1 � IR3 ! IR sunt fun
t�ii 
ontinue
u derivate part�iale de ordinul �̂ntâi 
ontinue pe domeniul G1 (G � G1). Atun
i:ZZ� P dy dz +Qdz dx+Rdx dy = ZZZG  �P�x + �Q�y + �R�z ! dx dy dz sauZZ�(P 
os� +Q 
os � +R 
os 
) dS = ZZZG  �P�x + �Q�y + �R�z ! dx dy dz,unde 
os�; 
os �; 
os 
 sunt 
osinu�sii dire
tori ai normalei exterioare la suprafat�a �.Prima integral�a de suprafat��a de mai sus este apli
at�a la fat�a superioar�a a suprafet�ei �.Pentru P = x; Q = y; R = z obt�inem:V (G) = 13 ZZ� x dy dz + y dz dx+ z dx dy = 13 ZZ�(x 
os�+ y 
os � + z 
os 
) dS.PROBLEME REZOLVATE1. S�a se 
al
uleze aria port�iunii de suprafat��a se
t�ionat�a:a) de 
ilindrul x2a2 + y2b2 = 
2 din paraboloidul elipti
 z = x22a + y22b , (a; b; 
 > 0);b) de 
ilindrul (x2 + y2)2 = 2a2xy din paraboloidul hiperboli
 xy = az, (a > 0).Rezolvare. a) Suprafat�a � din paraboloidul elipti
 z = x22a + y22b se
t�ionat�a de
ilindrul x2a2 + y2b2 = 
2 se proie
teaz�a pe planul Oxy �̂n domeniul (D) : x2a2 + y2b2 � 
2 (veziFigura 6.1.1 �si Figura 6.1.2).
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e suprafat�a � este neted�a, rezult�a:A(�) = ZZDq1 + (z0x)2 + (z0y)2 dx dy = ZZDsx2a2 + y2b2 + 1 dx dy.Fa
em s
himbarea de variabile x = ar 
os'; y = br sin'; (r; ') 2 fD, unde (fD) :0 � r � 
; 0 � ' � 2�. Obt�inem:A(�) = ZZeDp1 + r2 abr dr d' = ab Z 2�0 Z 
0 rp1 + r2 dr d' = 2�ab Z 
0 rp1 + r2 dr == 2�ab2 � (1 + r2)3=23=2 ����
0 = 2�ab3 h(1 + 
2)3=2 � 1i.

Figura  6.1.1
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Figura  6.1.2
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b) Suprafat�a neted�a � din paraboloidul hiperboli
 z = xya (vezi Anexa) se
t�ionat�a de
ilindrul (x2 + y2)2 = 2a2xy se proie
teaz�a pe planul Oxy �̂n domeniul (D) : (x2 + y2)2 �� 2a2xy (domeniul m�arginit de lemnis
ata 
are are axele de simetrie 
ele dou�a bise
toare),(vezi Figura 6.1.3). Avem A(�) = ZZDs1 + x2a2 + y2a2 dx dy. Not�am x = ar 
os'; y == ar sin', relat�ii 
are introduse �̂n inegalitatea 
are de�ne�ste domeniul D ne dau:a4r4 � 2a2 � a2r2 
os' sin') r2 � sin 2'; (sin 2' � 0) ' 2 h0; �2 i [ h�; 3�2 i).
O

D

x

y

Figura  6.1.3De
i (fD) : 8<: 0 � r � psin 2'' 2 h0; �2 i [ h�; 3�2 i : Rezult�a astfel:A(�) = ZZeDp1 + r2 � a2r dr d' = a2 Z �=20 Z psin 2'0 rp1 + r2 dr d'+



Integrale de suprafat��a 309+a2 Z 3�=2� Z psin 2'0 rp1 + r2 dr d' = 2a2 Z �=20 Z psin 2'0 rp1 + r2 dr d' == 2a2 Z �=20 12 � (1 + r2)3=23=2 ����r=psin 2'r=0 d' = 2a23 Z �=20 h(1 + sin 2')3=2 � 1i d' == 2a23 Z �=20 (
os'+ sin')3 d'� �a23 = 2a23 Z �=20 (
os3 '+ 3 
os2 ' sin'+ 3 
os' sin2 '++ sin3 ') d'� �a23 = 2a23 Z �=20 [(sin')0(1� sin2 ')� 3 
os2 '(
os')0 + 3 sin2 '(sin')0��(
os')0(1� 
os2 ')℄ d'� �a23 = 2a23  sin'� sin3 '3 � 
os3 ' + sin3 '� 
os'++
os3 '3 ! �����=20 � �a23 = a29 (20� 3�):2. S�a se a
e ariile:a) p�art�ii suprafet�ei 
onului y2 + z2 = x2 situat�a �̂n interiorul 
ilindrului x2 +y2 = R2;b) p�art�ii suprafet�ei 
onului z2 = 2xy; x; y > 0 situat�a �̂n interiorul sferei x2 + y2++z2 = a2, (a > 0);
) suprafet�ei 
ilindrului x2 + y2 = ax 
uprins�a �̂n interiorul sferei x2+y2+z2 = a2;(suprafat�a lateral�a a 
orpului Viviani), (a > 0);d) suprafet�ei eli
oidale: x = tgu�
os v; y = tgu�sin v; z = sin u2 
os2 u+lns1 + sinu
os u ++v; 
orespunz�atoare variat�iei parametrilor 0 � u � �4 ; 0 � v � 2�.Rezolvare. Suprafet�ele de mai sus sunt netede.a) Suprafat�a � a 
onului z = �px2 � y2 situat�a �̂n interiorul 
ilindrului x2 +y2 = R2se proie
teaz�a pe planul Oxy �̂n domeniul D (vezi Figura 6.1.4 �si Figura 6.1.5).
O

-

x

R

-R

y

z

Figura  6.1.4

2
2

R

2
2

R

O

D

D

x

1

y

y=
x

y=
x

Figura  6.1.5Din simetria suprafet�ei � fat��a de planul Oxy, avem:A(�) = 2 ZZDq1 + (z0x)2 + (z0y)2 dx dy = 2 ZZDvuut 2x2x2 � y2 dx dy.



310 Capitolul 6Mai pre
is A(�) = 8 ZZD1 vuut 2x2x2 � y2 dx dy = 8p2 ZZD1 xpx2 � y2 dx dy,unde (D1) : 0 � y � x; x2 + y2 � R2.Not�am x = r 
os'; y = r sin'; (r; ') 2 fD1; unde (fD1) : 0 � r � R; 0 � ' � �4 .Obt�inem:A(�) = 8p2 Z �=40 Z R0 r 
os' � rrq
os2 '� sin2 ' dr d' = 8p2 Z R0 r dr � Z �=40 
os'q1� 2 sin2 ' d' == 8p2 R22 Z �=40 (sin')0q1� 2 sin2 ' d' sin'=u= 4p2R2 Z p2=20 dup1� 2u2 = 4R2 Z p2=20 duq12 � u2 == 4R2 ar
sinp2u���p2=20 = 2�R2.b) Suprafat�a � din 
onul z2 = 2xy; x; y > 0 situat�a �̂n interiorul sferei x2 +y2+z2 == a2, desenat�a �̂n Figura 6.1.6 se proie
teaz�a pe planul Oxy �̂n domeniul D (vezi Figura6.1.7).
O

D

a

a

x

y

z

Figura  6.1.6

O

D

a

a

y

x

x+y=
a

Figura  6.1.7Avem A(�) = 2 ZZDq1 + (z0x)2 + (z0y)2 dx dy, 
u z(x; y) = p2xy; de
i:A(�) = 2 ZZDvuut1 +  p2y2px!2 +  p2x2py!2 dx dy = p2 ZZD p2xy + x2 + y2pxy dx dy ==p2 ZZD x + ypxy dx dy=p2 ZZD sxy +ryx! dx dy=p2 Z a0 dx Z a�x0  sxy +ryx! dy == p2 Z a0  px � y1=21=2 + 1px � y3=23=2! ����y=a�xy=0 dx = 2p2 Z a0 "px(a� x)1=2 + (a� x)3=23px # dx == 2p23 Z a0 (a� x)1=2(2x+ a)px dx.Not�am r xa� x = u) x = au21 + u2 ; dx = 2au(1 + u2)2 du. Rezult�a:



Integrale de suprafat��a 311A(�) = 2p23 Z 10 1u  2 au21 + u2 + a! � 2au(1 + u2)2 du = 4p2 a23 Z 10 3u2 + 1(1 + u2)3 du == 4p2 a23 Z 10 du(1 + u2)2 + 8p2 a23 Z 10 u2(1 + u2)3 du = 4p2 a23 Z 10 du(1 + u2)2��2p2a23 Z 10 u 1(1 + u2)2!0 du = 4p2 a23 Z 10 du(1 + u2)2 � 2p2 a23 � u(1 + u2)2 ����10 ++2p2 a23 Z 10 du(1 + u2)2 = 2p2 a2 Z 10 (1 + u2)� u2(1 + u2)2 du = 2p2 a2 Z 10 du1 + u2++a2p2 Z 10 u� 11 + u2�0 du = 2p2 a2 Z 10 du1 + u2 + a2p2 u1 + u2 ����10 � a2p2 Z 10 du1 + u2 == a2p2 Z 10 du1 + u2 = a2�p22 .
) Suprafat�a � este desenat�a �̂n Figura 6.1.8, iar proie
t�ia sa pe planul Oxz este dome-niul D desenat �̂n Figura 6.1.9. Avem A(�) = 2A(�1); unde (�1) : y=pax�x2; (y > 0).
O

x

1

2
2

D

D

z
z + x=a

a
a

a

-a

Figura  6.1.9

O a

a

x

y

z

Figura  6.1.8E
uat�ia parabolei 
are delimiteaz�a domeniul D se obt�ine prin eliminarea lui y dine
uat�iile x2 + y2 = ax, x2 + y2 + z2 = a2. Rezult�a z2 + ax = a2. De
i:A(�) = 2 ZZDq1 + (y0x)2 + (y0z)2 dx dz = 4 ZZD1 vuut1 +  a� 2x2pax� x2!2 dx dz == 2a ZZD1 dx dzpax� x2 ; unde (D1) : 8<: 0 � x � a2�z2a0 � z � a; (simplu/ Ox):Rezult�a astfel A(�) = 2a Z a0 dz Z a2�z2a0 dxpax� x2 .Fa
em notat�ia r xa� x = u) x = au21 + u2 ; dx = 2au(1 + u2)2 du. Dedu
em:A(�) = 2a Z a0 dz Z pa2�z2z0 1u �a� au21+u2� � 2au(1 + u2)2 du = 4a Z a0 dz Z pa2�z2z0 du1 + u2 =



312 Capitolul 6= 4a Z a0 ar
tg u����u=pa2�z2zu=0 dz = 4a Z a0 ar
tg pa2 � z2z dz = 4az ar
tg pa2 � z2z ����a0++4a Z a0 zpa2 � z2 dz = 4a2.d) Avem A(�) = ZZ�pEG� F 2 du dv; unde (�) : 0 � u � �4 ; 0 � v � 2�. Apoi:E=(x0u)2+(y0u)2+(z0u)2= 1(
os2 u)2 
os2 v+ 1(
os2 u)2 sin2 v+ 12 
os3 u+ 2 
os u sin2 u
os4 u ++ p
os up1 + sinu � 12q1+sinu
os u � 
os2 u+ sinu+ sin2 u
os2 u 1A2 = 1
os4 u +  12 
os2 u+ 2 sin2 u
os3 u ++12 1 + sin u(1 + sinu) 
osu!2 = 1
os4 u+14  1 + sin2 u+ 
os2 u
os3 u !2 = 1
os4 u+ 1
os6 u = 1 + 
os2 u
os6 u ,G = (x0v)2 + (y0v)2 + (z0v)2 = tg2u � sin2 v + tg2u � 
os2 v + 1 = tg2u+ 1 = 1
os2 u ,F = x0u x0v +y0u y0v +z0u z0v = � 1
os2 u 
os v tg u sin v+ 1
os2 u sin v tg u 
os v+ 12 2
os3 u == 1
os3 u .De
i pEG� F 2 = s1 + 
os2 u
os6 u � 1
os2 u � 1
os6 u = 1
os4 u , iar:A(�) = Z �=40 Z 2�0 1
os4 u du dv = 2� Z �=40 du
os4 u tg u=t= 2� Z 10 1� 11+t2 �2 � dt1 + t2 == 2� Z 10 (1 + t2) dt = 8�3 .3. S�a se 
al
uleze:a) aria suprafet�ei x2 + y2 + z2 = a2 situat�a �̂n exteriorul 
ilindrilor x2 + y2 = �ax(problema lui Viviani), (a > 0);b) aria suprafet�ei 
orpului m�arginit de suprafet�ele x2+z2 = a2; y2+z2 = a2, (a > 0);
) aria suprafet�ei z = px2 � y2 situat�a �̂n interiorul 
ilindrului (x2 + y2)2 = a2(x2��y2), (a > 0).Rezolvare. Suprafet�ele de mai sus sunt netede (pe port�iuni).a) Aria suprafet�ei � este diferent�a dintre aria sferei �si aria suprafet�ei sferei situat�a �̂ninteriorul 
elor doi 
ilindri, adi
�a A(�) = A(sf)�4A(�1); A(�1) �ind aria unei "petale"(vezi Figura 6.1.10). De
i:(�1) : z = pa2 � x2 � y2; (x; y) 2 D; 
u (D) : x2 + y2 � ax;(vezi Figura 6.1.11).Rezult�a:A(�1) = ZZDq1 + (z0x)2 + (z0y)2 dx dy = a ZZD dx dypa2 � x2 � y2 .



Integrale de suprafat��a 313Fa
em s
himbarea de variabile x = r 
os'; y = r sin'. Introdu
ând a
este relat�ii �̂ninegalitatea 
are de�ne�ste domeniul D obt�inem r � a 
os'; 
os' � 0. De
i:(fD) : ��2 � ' � �2 ; 0 � r � a 
os'.
a a

O

x

2

y

D

Figura 6.1.11

x

1

y

z

a

a

Figura 6.1.10

O

Dedu
em astfel:A(�1) = a ZZeD rpa2 � r2 dr d' = a Z �=2��=2 d'Z a 
os'0 rpa2 � r2 dr == a Z �=2��=2Z a 
os '0 (�pa2 � r2)0 dr d' = a Z �=2��=2(�pa2 � r2)����r=a 
os'r=0 d' == a Z �=2��=2[a�qa2 � a2 
os2 '℄ d' = a2 Z �=2��=2(1� j sin'j) d' = a2 Z �=20 (1� sin') d'++a2 Z 0��=2(1 + sin') d' = �a2 � 2a2; iar A(�) = 4�a2 � 4(�a2 � 2 a2) = 8a2:b) Suprafat�a 
orpului m�arginit de 
ilindrii x2 + z2 = a2; y2 + z2 = a2 este desenat�a�̂n Figura 6.1.12. Avem A(�) = A(�1) + A(�2), unde �1 = AMBN [ DMCN , iar�2 = DMAN [MCBN .Pentru �1 avem A(�1) = 2A(AMBN), unde (AMBN) : 8<: y(x; z) = pa2 � z2;(x; z) 2 D1;
u D1 = PMQN : x2 + z2 � a2.Rezult�a:A(�1) = 2 ZZD1 s1 + z2a2 � z2 dx dz = 2 ZZD1 apa2 � z2 dx dz.Fa
em s
himbarea de variabile x= ar 
os'; z = ar sin'; (r; ') 2 fD1, unde (fD1) :0 � r � 1; 0 � ' � 2�; iar D(x; z)D(r; ') = a2r: Rezult�a:A(�1) = 2 ZZeD1 a2rq1� r2 sin2 ' dr d' = 2a2 Z 2�0 d'Z 10 rq1� r2 sin2 ' dr == 2a2 Z 2�0 "� 1sin2 '(q1� r2 sin2 ')����r=1r=0# d' = 2a2 Z 2�0 1sin2 '(1�q1� sin2 ') d' =



314 Capitolul 6= 8a2 Z �=20 d'1 + 
os' tg '2=u= 8a2 Z 10 11 + 1�u21+u2 � 21 + u2 du = 8a2:
O

x
y

z
M

N

A

B

C

D

P

QT

S

a

a

a

-a

-a

Figura 6.1.12În mod asem�an�ator avem A(�2) = 2A(DMAN); unde (DMAN) : x(y; z) == pa2 � z2; (y; z) 2 D2; 
u D2 = TMSN : y2 + z2 � a2, iar:A(�2) = 2 ZZD2 s1 + z2a2 � z2 dy dz = 2 ZZD2 apa2 � z2 dy dz = 8 a2:De
i A(�) = 16 a2:
) Suprafat�a 
onului � situat�a �̂n interiorul 
ilindrului (x2 + y2)2 = a2(x2 � y2) estedesenat�a �̂n Figura 6.1.13.
O

z

x

y

Figura  6.1.13

a

-a

O

D

x

y

Figura  6.1.14

a-a

Avem A(�) = ZZDq1 + (z0x)2 + (z0y)2 dx dy; unde z(x; y) = px2 � y2, iar:(D) : (x2 + y2)2 � a2(x2 � y2); (domeniul m�arginit de lemnis
ata 
are are axele desimetrie axele de 
oordonate), vezi Figura 6.1.14.



Integrale de suprafat��a 315Rezult�a A(�) = ZZDvuut1 + x2x2 � y2 + y2x2 � y2 dx dy = p2 ZZD jxjpx2 � y2 dx dy.Pentru a 
al
ula integrala dubl�a de mai sus fa
em s
himbarea de variabile x == ar 
os'; y = ar sin', relat�ii 
are introduse �̂n inegalitatea 
are de�ne�ste domeniul Dne dau:a4r4 � a4r2(
os2 '� sin2 ')) r2 � 
os 2') 0 � r � p
os 2'; 
u 
os 2' � 0)' 2 �0; �4 � [ �3�4 ; 5�4 � [ �7�4 ; 2�� = I. De
i (r; ') 2 fD, unde (fD) : 8<: 0 � r � p
os 2'' 2 I:Rezult�a:A(�) = ZZeD p2 arj 
os'jqa2r2 
os2 '� a2r2 sin2 ' a2r dr d' = 2p2 a2 ZZeD1 r 
os'p
os 2' dr d',unde (fD1) : 0 � r � p
os 2'; ' 2 �0; �4 � [ �7�4 ; 2�� : De
i:A(�) = 2p2 a2 Z �=40 Z p
os 2'0 r 
os'p
os 2' dr d'+ 2p2 a2 Z 2�7�=4 Z p
os 2'0 r 
os'p
os 2' dr d' == 2p2 a2 Z �=40 
os'p
os 2' � r22 ����r=p
os 2'r=0 d'+ 2p2 a2 Z 2�7�=4 
os'p
os 2' � r22 ����r=p
os 2'r=0 d' == a2p2 Z �=40 
os'q1� 2 sin2 'd'+ a2p2 Z 2�7�=4 
os'q1� 2 sin2 'd'| {z }2��'=u == 2p2 a2 Z �=40 
os'q1� 2 sin2 'd' sin'=v= 2p2 a2 Z p2=20 p1� 2v2 dv.Cal
ul�am integrala:I1 = Z p2=20 p1� 2v2 dv = Z p2=20 dvp1� 2v2 + Z p2=20 v(p1� 2v2)0 dv == 1p2 ar
sin v1=p2 ����p2=20 + vp1� 2v2�����p2=20 � Z p2=20 p1� 2v2 dv = �2p2 � I1. De
i:I1 = �4p2 ; iar A(�) = 2p2 a2 � �4p2 = � a22 .4. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale de primul tip:a) ZZ�(x + y + z) dS; unde � este suprafat�a x2 + y2 + z2 = a2; z � 0; (a > 0);b) ZZ� dS(1 + x + y)2 ; unde � este tetraedrul determinat de suprafet�ele x+ y+ z = 1,x = 0, y = 0, z = 0;
) ZZ�(xy + yz + zx) dS; unde � este port�iunea suprafet�ei 
oni
e z = px2 + y2de
upat�a de suprafat�a x2 + y2 = 2ax, (a > 0).d) ZZ�sx2a4 + y2b4 + z2
4 dS; unde � este suprafat�a x2a2 + y2b2 + z2
2 = 1; a; b; 
 > 0.Rezolvare. Suprafet�ele � de mai sus sunt netede (pe port�iuni), iar fun
t�iile de sub



316 Capitolul 6semnul integral�a sunt 
ontinue pe �.a) Suprafat�a � are e
uat�ia z = pa2 � x2 � y2; (x; y) 2 D, unde (D) : x2 + y2 � a2,(vezi Figura 6.1.15). Rezult�a:I = ZZD(x+ y +qa2 � x2 � y2) � apa2 � x2 � y2 dx dy.Fa
em s
himbarea de variabile x = ar 
os'; y = ar sin', (r; ') 2 fD; 
u (fD) :0 � r � 1; 0 � ' � 2�. Obt�inem:I = ZZeD[ar(
os'+ sin') + ap1�r2℄ � aap1�r2 a2r dr d' = a3 ZZeD h r2p1�r2 (
os'++ sin') + ri dr d' = a3  Z 10 r2p1� r2 dr! � (sin'� 
os')���2�0 + a3 � r22 ����10 � '���2�0 = �a3:
O

A

B

C

x

y

z
1

1

1

Figura  6.1.16

O

a

a

x

y

D

z

Figura  6.1.15Integrala de mai sus se poate 
al
ula �si �̂n felul urm�ator. Parametriz�am suprafat�a�: x = a 
os u sin v, y = a sin u sin v, z = a 
os v, (u; v) 2 �, unde (�) : u 2 [0; 2�℄,v 2 [0; �2 ℄. Rezult�a atun
i:I = ZZ�(a 
os u sin v + a sinu sin v + a 
os v) � pEG� F 2 du dv,unde E = (x0u)2 + (y0u)2 + (z0u)2 = (�a sinu sin v)2 + (a 
os u sin v)2 + 0 = a2 sin2 v;G = (x0v)2 + (y0v)2 + (z0v)2 = (a 
os u 
os v)2 + (a sinu 
os v)2 + (�a sin v)2 = a2,F = x0u x0v + y0u y0v + z0u z0v = �a2 sinu 
os u sin v 
os v+ a2 sinu 
os u sin v 
os v+ 0 = 0.De
i pEG� F 2 = a2 sin v; iar:I = ZZ�(a 
os u sin v + a sinu sin v + a 
os v) a2 sin v du dv = a3 ZZ� � 
os u sin2 v++ sinu sin2 v + sin 2v2 � du dv = a3 "sinu���2�0 � Z �=20 1� 
os 2v2 dv � 
os u���2�0 � Z �=20 �12��
os 2v2 � dv � 14 
os 2v����=20 � 2�� = �a3:b) Suprafat�a � este reuniunea a patru suprafet�e � = �1 [�2 [�3 [�4, (vezi Figura6.1.16), unde:�1 = OAB : z = 0; (x; y) 2 D1; 
u (D1) : 8<: 0 � x � 10 � y � 1� x; (vezi Figura 6.1.17),



Integrale de suprafat��a 317�2 = OCB : x = 0; (y; z) 2 D2; 
u (D2) : 8<: 0 � y � 10 � z � 1� y; (vezi Figura 6.1.18),�3 = OAC : y = 0; (x; z) 2 D3; 
u (D3) : 8<: 0 � x � 10 � z � 1� x; (vezi Figura 6.1.19)�si �4 = ABC : z = 1� x� y; (x; y) 2 D1.
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Figura  6.1.17
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Figura  6.1.18
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Figura  6.1.19Rezult�a:I1 =ZZ�1 dS(1 + x + y)2 =ZZD1 1(1 + x + y)2 � p1 dx dy=Z 10 dxZ 1�x0 1(1 + x+ y)2 dy== Z 10 "� 11 + x+ y ����y=1�xy=0 # dx = Z 10 � 11 + x � 12� dx = �ln (1 + x)� 12x� ����10 = ln 2� 12,I2 = ZZ�2 dS(1 + x + y)2 = ZZD2 1(1 + y)2 � p1 dy dz = Z 10 dy Z 1�y0 dz(1 + y)2 == Z 10 1(1 + y)2 (1�y) dy = � Z 10 dy1 + y +2 Z 10 dy(1 + y)2 = � ln (1+y)���10� 21 + y ����10 = 1� ln 2,I3 = ZZ�3 dS(1 + x + y)2 = ZZD3 1(1 + x)2 � p1 dx dz = Z 10 dx Z 1�x0 dz(1 + x)2 == Z 10 1� x(1 + x)2 dx = 1� ln 2,I4 =ZZ�4 dS(1 + x + y)2 =ZZD1 1(1 + x + y)2 � p3 dx dy=p3Z 10 dxZ 1�x0 dy(1 + x + y)2 ==p3 Z 10  � 11 + x+ y ����y=1�xy=0 ! dx=p3Z 10 � 11 + x � 12� dx="p3 ln (1 + x)� p32 x# ����10 == p3 ln 2� p32 .Obt�inem astfel:I = I1 + I2 + I3 + I4 = (p3� 1) ln 2 + 3�p32 .
) Suprafat�a � din 
onul z = px2 + y2 de
upat�a de suprafat�a 
ilindri
�a x2+y2 = 2axeste desenat�a �̂n Figura 6.1.20. Avem (�) : z = px2 + y2 (x; y) 2 D; unde (D) :x2 + y2 � 2ax (vezi Figura 6.1.21).Rezult�a:I = ZZ�(xy+ yz+ zx) dS = ZZD[xy+ (x+ y)qx2 + y2℄ �vuut1 + x2x2 + y2 + y2x2 + y2 dx dy =



318 Capitolul 6= ZZD(xy + (x + y)qx2 + y2)p2 dx dy.

a a2O

x
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Figura 6.1.21

a

2a

Figura 6.1.20

O

D

x

y

z

F�a
ând s
himbarea de variabile x = r 
os'; y = r sin' rezult�a r2 � 2ar 
os',de
i r � 2a 
os' 
u 
os' � 0 ) ' 2 [��=2; �=2℄. De
i (r; ') 2 fD, unde (fD) :8<: 0 � r � 2a 
os'' 2 [��=2; �=2℄: Obt�inem astfel:I = p2 ZZeD[r2 
os' sin'+ r(
os'+ sin')r℄ r dr d' = p2 ZZeD �r3 � sin 2'2 ++r3(
os'+ sin')� dr d' = p2 Z �=2��=2 d' Z 2a 
os'0 r3 �sin 2'2 + 
os'+ sin'� dr == p24 Z �=2��=216a4 
os4 '(
os' sin'+ 
os'+ sin') d'=4p2a4"�
os6 '6 �����=2��=2� 
os5 '5 �����=2��=2++ Z �=2��=2(1� sin2 ')2(sin')0 d'# = 4p2a4  sin'� 23 sin3 ' + sin5 '5 ! �����=2��=2 = 64p215 a4.d) Suprafat�a � este elipsoidul x2a2 + y2b2 + z2
2 = 1 (vezi Figura 6.1.22).Parametriz�am suprafat�a �: 8>>><>>>: x = a 
os u sin vy = b sinu sin vz = 
 
os v; (u; v) 2 �; unde (�) : 8<: u 2 [0; 2�℄v 2 [0; �℄:Avem:E = (x0u)2 + (y0u)2 + (z0u)2 = (�a sin u sin v)2 + (b 
os u sin v)2 + 0 = (a2 sin2 u++b2 
os2 u) sin2 v,G = (x0v)2 + (y0v)2 + (z0v)2 = (a 
os u 
os v)2 + (b sinu 
os v)2 + (�
 sin v)2 = (a2 
os2 u++b2 sin2 u) 
os2 v + 
2 sin2 v,F = x0u x0v + y0u y0v + z0u z0v = �a2 sin u 
osu sin v 
os v + b2 sin u 
osu sin v 
os v.



Integrale de suprafat��a 319De
i:EG� F 2 = a2b2 sin2 v 
os2 v(
os4 u+ sin4 u+ 2 sin2 u 
os2 u) + a2
2 sin2 u sin4 v++b2
2 
os2 u sin4 v = sin2 v(a2b2 
os2 v + a2
2 sin2 u sin2 v + b2
2 
os2 u sin2 v) == a2b2
2 sin2 v  
os2 u sin2 va2 + sin2 u sin2 vb2 + 
os2 v
2 !.
O

x

yb

c

z

Figura  6.1.22

a

Figura  6.1.23

O

D
x

y

z

1
z=1

Rezult�a astfel:I = ZZ�0�sa2 
os2 u sin2 va4 + b2 sin2 u sin2 vb4 + 
2 
os2 v
4 1A2 � ab
 sin v du dv == ab
 ZZ� sin v  
os2 u sin2 va2 + sin2 u sin2 vb2 + 
os2 v
2 ! du dv == ab
 Z 2�0 du Z �0 sin v  
os2 u sin2 va2 + sin2 u sin2 vb2 + 
os2 v
2 ! dv == ab
 � 1a2 Z 2�0 
os2 u du � Z �0 sin3 v dv + 1b2 Z 2�0 sin2 u du � Z �0 sin3 v dv++ 1
2 Z 2�0 du Z �0 sin v 
os2 v dv�= ab
( 12a2 �u+ 12 sin 2u�����2�0 � "� 
os v � 
os3 v3 !# �����0++ 12b2 �u� 12 sin 2u� ����2�0 � "� 
os v � 
os3 v3 !# �����0 + 2�
2  �
os3 v3 ! �����0) == 4�ab
3 � 1a2 + 1b2 + 1
2�.5. S�a se 
al
uleze masa pânzei paraboli
e z = 12(x2 + y2); 0 � z � 1; a 
�areidensitate variaz�a dup�a legea % = z.Rezolvare. Avem M(�) = ZZ� %(x; y; z) dS = ZZ� z dS; unde (�) : z = 12(x2++y2); (x; y) 2 D, 
u (D) : x2 + y2 � 2, (vezi Figura 6.1.23).Rezult�a: M(�) = ZZD 12(x2 + y2)q1 + x2 + y2 dx dy. Fa
em s
himbarea de variabilex = r 
os'; y = r sin'; (r; ') 2 fD, unde (fD) : 8<: 0 � r � p20 � ' � 2�:Obt�inem:M(�) = 12 ZZeD r2p1 + r2 r dr d' = 12 ZZeD r3p1 + r2 dr d' = 12 ZZeD((r3 + r)�



320 Capitolul 6�r)p1 + r2 dr d' = 12 Z p20 hr(1 + r2)3=2 � r(1 + r2)1=2i dr � 2� = � "12 � (1 + r2)5=25=2 ��12 � (1 + r2)3=23=2 # ����p20 = 2�(6p3 + 1)15 .6. S�a se 
al
uleze 
oordonatele 
entrului de greutate al suprafet�ei omogene:z = pa2 � x2 � y2; x; y � 0; x+ y � a; (% = %0).Rezolvare. Avem x0 = 1M ZZ� x%0 dS; y0 = 1M ZZ� y%0 dS; z0 = 1M ZZ� z%0 dS,unde M = ZZ� %0 dS.Suprafat�a � are e
uat�ia z = pa2�x2�y2; (x; y) 2 D, unde (D) : 8<: 0 � x � a0 � y � a� x;(vezi Figura 6.1.24 �si Figura 6.1.25).
O

B

A

D

a

a x

y

Figura  6.1.25

O

D

a

a

a

x

y

z

Figura  6.1.24Rezult�a:M = %0 ZZ� dS = %0 ZZD apa2 � x2 � y2 dx dy = %0a Z a0 dx Z a�x0 dypa2 � x2 � y2 ==%0a Z a0 ar
sin ypa2 � x2 ����y=a�xy=0 dx=%0aZ a0 ar
sin a� xpa2 � x2 dx=%0aZ a0 ar
sinsa� xa + xdx== %0a "x ar
sinsa� xa+ x ����a0 � Z a0 x �ap2xpa� x(a+ x) dx# = %0a2p2 Z a0 x(a+ x)pax� x2 dx.Not�am r xa� x = t) x = at21 + t2 ; dx = 2at(1 + t2)2 dt. Rezult�a:M = %0a2p2 Z 10 t2(1 + t2)(2t2 + 1) dt = %0a2p2 Z 10 � 1t2 + 1 � 12t2 + 1� dt == %0a2p2 ar
tg t���10 � 1p2ar
tg tp2=2 ����10 ! = %0a2 (p2� 1)�2 .Cal
ul�am �̂n 
ontinuare 
oordonatele 
entrului de greutate al suprafet�ei �. Avem:x0 = 1M ZZ� x%0 dS = %0M ZZ� x dS = %0M ZZD x � apa2 � x2 � y2 dx dy =



Integrale de suprafat��a 321= %0aM Z a0 dy Z a�y0 xpa2 � x2 � y2 dx = %0aM Z a0 (�qa2 � x2 � y2)���x=a�yx=0 dy == %0aM Z a0 (qa2 � y2 �qa2 � (a� y)2 � y2) dy = %0aM Z a0 (qa2 � y2 �q2ay � 2y2) dy.Cal
ul�am a
um integrala:I1 = Z a0 qa2 � y2 dy = a2 ar
sin ya ����a0 + yqa2 � y2���a0 � Z a0 qa2 � y2 dy;de
i I1 = �a24 . Pentru integrala:I2 = p2 Z a0 qay � y2 dy fa
em s
himbarea de variabil�a s ya� y = t ) y = at21 + t2 ;dy = 2at(1 + t2)2 dt: Obt�inem:I2 = 2p2a2 Z 10 t2(1 + t2)3 dt = �2p24 a2 Z 10 t 1(1 + t2)2!0 dt = �p22 a2t 1(1 + t2)2 ����10 ++p22 a2 Z 10 dt(1 + t2)2 = p22 a2 Z 10 dt1 + t2 � p22 a2 Z 10 t2(1 + t2)2 dt = p22 a2 ar
tg t���10 ++p24 a2 Z 10 t� 11 + t2�0 dt = �a2p24 + p2a24 t 11 + t2 ����10 � p2a24 ar
tg t���10 = �a2p28 .Rezult�a astfel:x0 = %0aM  �a24 � �a2p28 ! = %0�a3(2�p2)8M = a2p2.În mod asem�an�ator:y0 = 1M ZZ� y%0 dS = %0M ZZD aypa2 � x2 � y2 dx dy = a2p2 ; iar:z0 = 1M ZZ� z%0 dS = %0M ZZDqa2�x2�y2 apa2�x2�y2 dx dy = %0aM ZZD dx dy == %0aM Z a0 dx Z a�x0 dy = %0aM Z a0 (a� x) dx = %0a32M = a(p2 + 1)� .De
i x0 = y0 = a2p2 ; z0 = a(p2 + 1)� .7. S�a se 
al
uleze momentul de inert�ie al pânzei 
oni
e omogene:x2a2 + y2a2 � z2b2 = 0; 0 � z � bde densitate %0 �̂n raport 
u dreapta (d) : x1 = y0 = z � b0 ; (a; b > 0).Rezolvare. Avem Id = ZZ� %0 r2 dS; unde r = dist ((x; y; z); (d)), M(x; y; z) 2 �(vezi Figura 6.1.26). Pentru a 
al
ula r folosim formula (vezi �si Figura 6.1.27):dist (M; (d)) = k ~MM 0 �~ikk~ik = k(z � b)~j � y~kk = q(z � b)2 + y2.Deoare
e (�) : z = baqx2 + y2; (x; y) 2 D, unde (D) : x2 + y2 � a2; rezult�a 
�a:



322 Capitolul 6Id = %0 ZZ�[(z � b)2 + y2℄ dS = %0 ZZD 24 baqx2 + y2 � b!2 + y235 �sa2 + b2a2 dx dy == %0pa2 + b2a3 ZZD[b2(x2 + y2) + a2b2 � 2ab2qx2 + y2 + a2y2℄ dx dy.

Fa
em s
himbarea de variabile x = r 
os'; y = r sin'; (r; ') 2 fD; unde (fD) :0 � r � a; 0 � ' � 2�. Obt�inem:Id = %0pa2 + b2a3 ZZeD(b2r2 + a2b2 � 2ab2r + a2r2 sin2 ') � r dr d' == %0pa2 + b2a3 "b2a44 � 2� + a4b22 � 2� � 23a4b2 � 2� + a2 a44 Z 2�0 1� 
os 2'2 d'# == 2�%0pa2 + b2a3  3a4b24 � 2a4b23 + a68 ! = �pa2 + b2%0a12 (3a2 + 2b2).8. S�a se 
al
uleze integrala F (t) = ZZx+y+z=t f(x; y; z) dS;unde f(x; y; z) = 8<: 1� x2 � y2 � z2; da
�a x2 + y2 + z2 � 10; da
�a x2 + y2 + z2 > 1:Rezolvare. Avem:F (t) = ZZ x+y+z=tx2+y2+z2�1 (1� x2 � y2 � z2) dS + ZZ x+y+z=tx2+y2+z2>1 0 dS.În�alt�imea tetraedrului OABC (vezi Figura 6.1.28) este dist (O; (P )) = jtjp3, unde(P ) : x+ y + z = t. Avem dou�a 
azuri:a) Da
�a jtjp3 � 1 atun
i F (t) = 0.b) Da
�a jtj < p3 atun
i F (t) = ZZ x+y+z=tx2+y2+z2�1 (1� x2 � y2 � z2) dS.În a
est 
az suprafat�a � se proie
teaz�a pe planul Oxy �̂ntr-un domeniu D, a 
�arui inega-litate o obt�inem �̂nlo
uind pe z = t� x� y �̂n inegalitatea x2 + y2 + z2 � 1. Rezult�a:(D) : x2 + y2 + (t� x� y)2 � 1 , 2x2 + 2xy + 2y2 � 2tx� 2ty + t2 � 1 � 0.Obt�inem astfel:



Integrale de suprafat��a 323F (t) = ZZD[1� x2 � y2 � (t� x� y)2℄p3 dx dy = p3 ZZD[1� t2 + 2t(x+ y)� 2(x2++y2)� 2xy℄ dx dy.
O

DA

B

C

x

y

z

Figura  6.1.28

O

O’

D

(E)

x

x’

y

y’

Figura  6.1.29Pentru a studia 
urba 
are m�argine�ste domeniul D (elipsa) �si a g�asi astfel o s
him-bare de variabile pentru 
al
ulul integralei F (t) determin�am 
âteva elemente ale elip-sei (vezi [11℄). Avem Æ = ������ 2 11 2 ������ = 3 > 0. Coordonatele 
entrului 
urbei sunt datede sistemul 8<: 2x+ y � t = 0x+ 2y � t = 0; adi
�a x0 = y0 = t3. Valorile proprii sunt r�ad�a
inilee
uat�iei ������ 2� � 11 2� � ������ = 0 de
i �1 = 1; �2 = 3. Pentru �1 = 1 un ve
tor propriueste ~u1 = p22 ~i� p22 ~j, iar pentru �2 = 3 un ve
tor propriu este ~u2 = p22 ~i+ p22 ~j. Astfelobt�inem matri
ea s
himb�arii de baz�a:A = 0� p2=2 p2=2�p2=2 p2=2 1A : Deoare
e � = ��������� 2 1 �t1 2 �t�t �t t2 � 1 ��������� = t2 � 3,rezult�a 
�a e
uat�ia redus�a a elipsei este:(E) : (x0)2 + 3(y0)2 + t2 � 33 = 0 , (x0)2�t2+33 + (y0)2�t2+39 � 1 = 0.Relat�iile dintre 
oordonatele ve
hi (x; y) �si 
ele noi (x0; y0) sunt:0� xy 1A = 0� t=3t=3 1A+ 0� p2=2 p2=2�p2=2 p2=2 1A0� x0y0 1A, 8>>><>>>: x = t3 + p22 x0 + p22 y0y = t3 � p22 x0 + p22 y0; (vezi Figura 6.1.29):Pornind de la e
uat�ia redus�a a elipsei obt�inem urm�atoarea parametrizare pentru D:



324 Capitolul 68>>><>>>: x0 = p3� t2p3 r 
os'y0 = p3� t23 r sin'; (r; ') 2 fD; unde (fD) : 8<: 0 � r � 10 � ' � 2�:În 
oordonatele (x; y) avem:8>>>><>>>>: x = t3 + p22 � p3� t2p3 r 
os'+ p22 � p3� t23 r sin'y = t3 � p22 � p3� t2p3 r 
os'+ p22 � p3� t23 r sin':Determinantul fun
t�ional D(x; y)D(r; ') este D(x; y)D(r; ') = 3� t23p3 r.Astfel obt�inem pentru F (t):F (t) = p3 ZZeD "1� t2 + 2t 2t3 +p2 p3� t23 r sin'!� 2 t29 + 12 3� t23 r2 
os2 '++12 3� t29 r2 sin2 '+ tp23 p3� t2p3 r 
os'+ tp23 p3� t23 r sin'+ 3� t23p3 r2 
os' sin'++t29 + 12 3�t23 r2 
os2 '+ 12 3�t29 r2 sin2 '� tp23 p3�t2p3 r 
os'+ tp23 p3�t23 r sin'��3� t23p3 r2 sin' 
os'!� 2t29 � 19(3� t2)r2 sin2 '� 2tp29 p3� t2 r sin'++13(3� t2)r2 
os2 '� � 3� t23p3 r dr d' = p3 ZZeD " 1� t23 ! r + 2p2t9 p3� t2 r2 sin'��3� t23 r3 
os2 '� 3� t23 r3 sin2 '+ 2p2t9 p3� t2 r2 sin'# � 3� t23p3 dr d' == 3� t23 "2�  1� t23 ! � 12 � 3� t23 � 14 �'2 + sin 2'4 � ����2�0 � 3� t212 �'2 � sin 2'4 � ����2�0 # == �(3� t2)218 .De
i F (t) = 8><>: �(3� t2)218 ; da
�a jtj < p30; da
�a jtj � p3:9. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale de suprafat��a de al doilea tip:a) ZZ� x dy dz+y dx dz+z dx dy; unde � este fat�a exterioar�a a sferei x2+y2+z2 = a2;b) ZZ�(y � z) dy dz + (z � x) dx dz + (x � y) dx dy; unde � este fat�a exterioar�a a
onului x2 + y2 = z2; 0 � z � h;
)ZZ�dy dzx +dx dzy +dx dyz ; unde � este fat�a exterioar�a a elipsoidului x2a2 +y2b2 +z2
2 =1;d) I1 = ZZ� x3 dy dz; I2 = ZZ� yz dz dx; unde � este fat�a exterioar�a a jum�at�at�iisuperioare a elipsoidului x2a2 + y2b2 + z2
2 = 1.



Integrale de suprafat��a 325Rezolvare. Suprafet�ele de mai sus sunt 
u dou�a fet�e, netede �si regulate, iar fun
t�iilede sub semnul integral�a sunt 
ontinue pe suprafet�ele respe
tive.a) Parametriz�am suprafat�a:x = a 
os u sin v; y = a sinu sin v; z = a 
os v; (u; v) 2 �, unde (�) : 0 � u � 2�,0 � v � �. Cal
ul�am 
osinu�sii dire
tori ai normalei ~n la suprafat�a �:
os� = A�pA2 +B2 + C2 ; 
os � = B�pA2 +B2 + C2 ; 
os 
 = C�pA2 + B2 + C2 ;unde A = D(y; z)D(u; v); B = D(z; x)D(u; v) ; C = D(x; y)D(u; v). Vom alege semnul din fat�a radi
aluluiastfel �̂n
ât 
os 
 > 0. Avem:A = ������ a 
os u sin v a sinu 
os v0 �a sin v ������ = �a2 
os u sin2 v;B = ������ 0 �a sin v�a sin u sin v a 
os u 
os v ������ = �a2 sinu sin2 v;C = ������ �a sin u sin v a 
os u 
os va 
os u sin v a sinu 
os v ������ = �a2 sin v 
os v,iar A2 +B2 + C2 = a4 
os2 u sin4 v + a4 sin2 u sin4 v + a4 sin2 v 
os2 v = a4 sin4 v++a4 sin2 v 
os2 v = a4 sin2 v.Pentru 
a 
os 
 = �a2 sin v 
os v�a2 sin v s�a �e 
osinusul unghiului pe 
are normala exterioar�ala suprafat��a �̂l fa
e 
u axa Oz, adi
�a 
os 
 > 0, vom lua semnul � �̂n fat�a radi
alului.Obt�inem astfel:
os� = �a2 
os u sin2 v�a2 sin v = 
os u sin v; 
os � = �a2 sin u sin2 v�a2 sin v = sinu sin v;
os 
 = 
os v.Rezult�a:I = ZZ�(P 
os�+Q 
os � +R 
os 
) dS = ZZ�(x 
os�+ y 
os � + z 
os 
) dS ==ZZ�(a 
os u sin v � 
os u sin v + a sinu sin v � sinu sin v + a 
os2 v) � pA2+B2+C2 du dv == ZZ�(a 
os2 u sin2 v + a sin2 u sin2 v + a 
os2 v) � a2 sin v du dv = a3 ZZ� sin v du dv == a3 Z 2�0 du Z �0 sin v dv = a3 � 2� � (� 
os v)����0 = 4�a3.b) Parametriz�am suprafat�a �. Avem x = v 
os u, y = v sin u, z = v, (u; v) 2 �, unde(�) : 0 � u � 2�; 0 � v � h. Avem:A = D(y; z)D(u; v) = ������ v 
os u sin u0 1 ������ = v 
os u; B = D(z; x)D(u; v) = ������ 0 1�v sinu 
os u ������ == v sinu; C = D(x; y)D(u; v) = ������ �v sinu 
os uv 
os u sin u ������ = �v,



326 Capitolul 6iar A2+B2+C2 = 2v2. Deoare
e 
os 
 = �v�vp2 = �p22 , iar suprafat�a � este 
onsiderat�a
u fat�a exterioar�a, vom lua semnul minus �̂n fat�a radi
alului pentru 
a 
os 
 > 0. De
i:
os� = v 
os u�vp2 = �p22 
os u; 
os � = v sinu�vp2 = �p22 sinu; 
os 
 = p22 .Rezult�a astfel:I=ZZ�[(y� z) 
os�+ (z� x) 
os �+ (x� y) 
os 
℄ dS=ZZ� "(v sinu� v) �p22 
os u!++(v � v 
os u) �p22 sin u!+ (v 
os u� v sin u) p22 # � vp2 du dv == ZZ�[�v2(sinu� 1) 
osu� v2(1� 
os u) sinu+ v2(
os u� sinu)℄ du dv == Z h0 v2 dv � Z 2�0 (� sin u 
osu+ 
os u� sin u+ sin u 
osu+ 
os u� sin u) du == h33 Z 2�0 (2 
osu� 2 sinu) du = 0.
) E
uat�iile parametri
e ale suprafet�ei � sunt:x = a 
os u sin v; y = b sin u sin v; z = 
 
os v; (u; v) 2 �; unde (�) : 0 � u � 2�,0 � v � �: Avem:A = D(y; z)D(u; v) = ������ b 
os u sin v b sin u 
os v0 �
 sin v ������ = �b
 
os u sin2 v;B = D(z; x)D(u; v) = ������ 0 �
 sin v�a sin u sin v a 
os u 
os v ������ = �a
 sin u sin2 v,C = D(x; y)D(u; v) = ������ �a sin u sin v a 
os u 
os vb 
os u sin v b sin u 
os v ������ = �ab sin v 
os v,iar A2 + B2 + C2 = sin2 v(b2
2 
os2 u sin2 v + a2
2 sin2 u sin2 v + a2b2 
os2 v).Pentru 
a:
os 
 = �ab sin v 
os v� sin v � pb2
2 
os2 u sin2 v + a2
2 sin2 u sin2 v + a2b2 
os2 v = �ab 
os v�E(E este numitorul fra
t�iei de mai sus, f�ar�a semnele �) s�a �e mai mare sau egal 
u zero,vom lua semnul � �̂n fat�a radi
alului. De
i:
os� = b
 
os u sin2 vsin v �E = b
 sin v 
os uE ; 
os � = a
 sinu sin2 vsin v � E = a
 sinu sin vE ,
os 
 = ab 
os vE .Rezult�a astfel 
�a:I =ZZ� 1x 
os� + 1y 
os � + 1z 
os 
! dS = �ZZ� Ax(u; v) + By(u; v) + Cz(u; v)! du dv == ZZ�  b
 
os u sin2 va 
os u sin v + a
 sinu sin2 vb sin u sin v + ab sin v 
os v
 
os v ! du dv =



Integrale de suprafat��a 327= ZZ�  b
a sin v + a
b sin v + ab
 sin v! du dv =  b
a + a
b + ab
 ! 2� (� 
os v)����0 == 4�(b2
2 + a2
2 + a2b2)ab
 .d) Ca �si la pun
tul pre
edent, e
uat�iile parametri
e ale jum�at�at�ii superioare a elip-soidului x2a2 + y2b2 + z2
2 = 1 sunt:x = a 
os u sin v; y = b sinu sin v; z = 
 
os v; (u; v) 2 �; unde (�) : 0 � u � 2�;0 � v � �2 ; iar 
os� = b
 sin v 
os uE ; 
os � = a
 sinu sin vE ; 
os 
 = ab 
os vE . Obt�inem:I1 = � ZZ� x3(u; v)Adu dv = ZZ� a3 
os3 u sin3 v � b
 
os u sin2 v du dv ==a3b
Z 2�0 
os4 u du � Z �=20 sin5 v dv=�a3b
Z 2�0 (1+
os 2u)24 du � Z �=20 (1�
os2 v)2(
os v)0 dv== �a3b
 Z 2�0 1 + 2 
os 2u+ 
os2 2u4 du � �
os v � 23 
os3 v + 15 
os5 v� �����=20 = 2�a3b
5 ,iar I2 = � ZZ� y(u; v) z(u; v)Bdu dv = ZZ� b
 sin u sin v 
os v � a
 sinu sin2 v du dv == ab
2 Z 2�0 sin2 u du � Z �=20 sin3 v 
os v dv = ab
2 Z 2�0 1� 
os 2u2 du � sin4 v4 �����=20 = �ab
24 .10. S�a se veri�
e formula lui Stokes pentru fun
t�iile:a) P = y, Q = z, R = x; 
onsiderând � 
er
ul x = a 
os2 t, y = ap2 sin t 
os t, z == a sin2 t; t 2 [0; �℄; iar � este dis
ul 
u frontiera �, (� este interse
t�ia sferei x2+y2+z2 == a2 
u planul x + z = a, de raz�a ap2, par
urs �̂n sens dire
t trigonometri
 da
�a privimdinspre semiaxa pozitiv�a Ox, din afara sferei).b) P = y2 + z2, Q = z2 + x2, R = x2 + y2; unde � este suprafat�a de
upat�a de
ilindrul x2 + y2 = 2rx din sfera x2 + y2 + z2 = 2Rx, 0 < r < R, z > 0, iar � = Fr S �indorientat�a 
ompatibil 
u orientarea suprafet�ei.
) P = z2�x2, Q = x2�y2, R = y2�z2; unde � este suprafat�a eli
oidal�a x = u 
os v,y = u sin v, z = 
v, u 2 [a; b℄, v 2 [0; 2�℄, m�arginit�a de dou�a linii eli
oidale �si de dou�asegmente de dreapt�a, formând �̂mpreun�a 
onturul �, (0 < a < b).Rezolvare. Fun
t�iile P , Q, R de mai sus sunt 
ontinue 
u derivate part�iale 
ontinuepe IR3, suprafet�ele � sunt simple, 
u dou�a fet�e, netede, regulate �si m�arginite de 
urbe �simple, �̂n
hise �si netede (pe port�iuni).a) Avem:Z� P dx+Qdy+Rdz = Z �0 [ap2 sin t 
os t(�2a 
os t sin t)+a sin2 t ap2(
os2 t�sin2 t)++a 
os2 t � 2a sin t 
os t℄ dt = Z �0 �� 2p2a24 sin2 2t+ a2p2 sin2 2t4 � (1� 
os 2t)24 !++2a2 
os3 t sin t� dt = �p22 a2 Z �0 1� 
os 4t2 dt+ a2p2 Z �0 �1� 
os 4t8 �



328 Capitolul 6� 1� 2 
os 2t+ 
os2 2t4 # dt� 2a2 
os4 t4 �����0 = ��a2p22 .Suprafat�a � este dat�a prin relat�iile: 8<: x2 + y2 + z2 � a2x + z = a )8<: z = a� xx2 + y2 + (a� x)2 � a2 ) 8>>><>>>: z = a� x�x� a2�212 + y2 � a22 ; (vezi Figura 6.1.30);de unde dedu
em e
uat�iile sale parametri
e:x = a2 + a2u 
os v; y = ap22 u sin v; z = a2 � a2u 
os v; (u; v) 2 �;unde (�) : u 2 [0; 1℄; v 2 [0; 2�℄.Avem:A= D(y; z)D(u; v) = ������ ap22 sin v ap22 u 
os v�a2 
os v a2u sin v ������= a2p24 u; B=D(z; x)D(u; v) = �������a2 
os v a2u sin va2 
os v �a2u sin v ������= 0;C = D(x; y)D(u; v) = ������ a2 
os v �a2u sin vap22 sin v ap22 u 
os v ������ = a2p24 u,iar A2 +B2 +C2 = a4u24 . Pentru 
a 
os 
 = C�pA2 +B2 + C2 = a2p24 u�a2u2 s�a �e mai maresau egal 
u zero, vom lua semnul + �̂n fat�a radi
alului. De
i 
os�=p22 ; 
os �=0;
os 
 = p22 .
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Figura  6.1.31Rezult�a:I = ZZ�(�dy dz � dz dx� dx dy) = � ZZ�(
os� + 
os � + 
os 
) dS == � a2p2 ZZ� u du dv = � a2p2 � u22 ����10 � v���2�0 = �a2p2 �2 .



Integrale de suprafat��a 329b) Determin�am mai �̂ntâi o parametrizare a 
urbei �:8<: x2 + y2 + z2 = 2Rxx2 + y2 = 2rx; z > 0; (vezi Figura 6.1.31) )8>>><>>>: x = r+r 
os ty = r sin tz = q2R(r+r 
os t)�2r(r+r 
os t); ) 8>>><>>>: x = r+r 
os ty = r sin tz = q2r(R�r) � p1+
os t; t 2 [0; 2�℄:Avem astfel:Z�(y2+z2) dx+ (z2+x2) dy + (x2+y2) dz = Z 2�0 �[r2 sin2 t+ 2r(R� r)(1� 
os t)℄��(�r sin t) + [2r(R� r)(1 + 
os t) + r2(1 + 
os t)2℄ r 
os t + [r2(1 + 
os t)2 + r2 sin2 t℄��q2r(R� r) � sin t2p1 + 
os t� dt = Z 2�0 �� r3 sin3 t� 2r2(R� r)(1 + 
os t) sin t+ 2r2(R��r)(1 + 
os t) 
os t + r3(1 + 
os t)2 
os t� r2q2r(R� r) sin t(1 + 
os t)p1 + 
os t � dt == r3 Z 2�0 (1�
os2 t)(
os t)0 dt+ 2r2(R�r) Z 2�0 (1+
os t)(
os t)0 dt+ 2r2(R�r) sin t���2�0 ++2r2(R� r) Z 2�0 1 + 
os 2t2 dt+ r3 Z 2�0 (
os t+ 2 
os2 t + 
os3 t) dt++r2q2r(R� r) Z 2�0 p1 + 
os t (
os t)0 dt = 2�r2R.Pentru integrala de suprafat��a:I = ZZ�(2y � 2z) dy dz + (2z � 2x) dx dz + (2x� 2y) dx dy,unde (�) : x2 + y2 + z2 = 2Rx; x2 + y2 � 2rx; z > 0; avem 
os� = x� RR ; 
os � == yR; 
os 
 = zR .Rezult�a astfel 
�a:I = 2 ZZ�[(y � z) 
os� + (z � x) 
os� + (x� y) 
os 
℄ dS = 2 ZZ� �(y � z)x� RR ++(z � x) yR + (x� y) zR� dS = 2 ZZ�(z � y) dS.Deoare
e (�) : z = p2Rx� x2 � y2; (x; y) 2 D; unde (D) : x2+y2 � 2rx; obt�inem
�a: dS = s1 + (R� x)22Rx� x2 � y2 + y22Rx� x2 � y2 dx dy = Rp2Rx� x2 � y2 dx dy.De
i:I = 2 ZZD (p2Rx� x2 � y2 � y)Rp2Rx� x2 � y2 dx dy = 2R ZZD  1� yp2Rx� x2 � y2! dx dy == 2R � A(D)� 2R Z 2r0 dx Z p2rx�x2�p2rx�x2 yp2Rx� x2 � y2 dy = 2�r2R��2R Z 2r0 (�q2Rx� x2 � y2)����y=p2rx�x2y=�p2rx�x2dx = 2�r2R.
) Avem � = �1 [ �2 [ �3 [ �4, unde:



330 Capitolul 6�1 = AB : 8>>><>>>: x = ty = 0z = 0; t 2 [a; b℄; �2 = _BC: 8>>><>>>: x = b 
os ty = b sin tz = 
t; t 2 [0; 2�℄;�3 = CD : 8>>><>>>: x = ty = 0z = 2�
; t 2 [b; a℄; �4 = _DA: 8>>><>>>: x = a 
os ty = a sin tz = 
t; t 2 [2�; 0℄;(vezi Figura 6.1.32).
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Figura  6.1.32Rezult�a:Z�(z2 � x2) dx+ (x2 � y2) dy + (y2 � z2) dz = Z�1 + Z�2 + Z�3 + Z�4 == Z ba [�t2 � 1+t2 � 0+0℄ dt+Z 2�0 [(
2t2�b2 
os2 t)(�b sin t) + (b2 
os2 t�b2 sin2 t) b 
os t++(b2 sin2 t�
2t2) 
℄ dt+Z ab [(4�2
2�t2) �1 + (t2�0) �0 + 0℄ dt+Z 02�[(
2t2�a2 
os2 t)(�a sin t)++(a2 
os2 t�a2 sin2 t)(a 
os t) + (a2 sin2 t�
2t2) 
℄ dt = �b3�a33 + 4�2
2(a� b)� a3�b33 ++ Z 2�0 (�b
2t2 sin t+ b3 sin t 
os2 t + b3 
os3 t� b3 sin2 t 
os t + b2
 sin2 t� 
3t2) dt�� Z 2�0 (�a
2t2 sin t+ a3 sin t 
os2 t + a3 
os3 t� a3 sin2 t 
os t+ a2
 sin2 t� 
3t2) dt == 4�2
2(a� b) + "b
2t2 
os t���2�0 � 2b
2 Z 2�0 t 
os t dt� b3 
os3 t3 ����2�0 ++ b3 Z 2�0 (1� sin2 t)(sin t)0 dt� b33 sin3 t���2�0 + b2
 Z 2�0 1� 
os 2t2 dt� 
3 t33 ����2�0 #�� "a
2t2 
os t���2�0 � 2a
2 Z 2�0 t 
os t dt� a3 
os3 t3 ����2�0 + a3 Z 2�0 (1� sin2 t)(sin t)0 dt��a33 sin3 t���2�0 + a2
 Z 2�0 1� 
os 2t2 dt� 
3 t33 ����2�0 # = �
(b2 � a2).



Integrale de suprafat��a 331Pentru integrala de suprafat��a:I = ZZ� 2y dy dz + 2z dx dz + 2x dx dy;unde (�) : x = u 
os v, y = u sin v; z = 
v, (u; v) 2 �; 
u (�) : a � u � b, 0 � v � 2�,avem:A= D(y; z)D(u; v) =������sin v u 
os v0 
 ������=
 sin v; B=D(z; x)D(u; v) =������ 0 

os v �u sin v ������=�
 
os v;C = D(x; y)D(u; v) = ������ 
os v �u sin vsin v u 
os v ������ = u; iar A2 +B2 + C2 = 
2 + u2. Rezult�a:
os� = 
 sin v�p
2 + u2 ; 
os � = �
 
os v�p
2 + u2 ; 
os 
 = u�p
2 + u2 .Lu�am fat�a exterioar�a a suprafet�ei �, de
i 
os 
 > 0, adi
�a vom 
onsidera semnul +�̂n fat�a radi
alilor de mai sus. Obt�inem astfel:I = 2 ZZ�(y 
os�+ z 
os � + x 
os 
) dS = 2 ZZ�(y(u; v)A+ z(u; v)B + x(u; v)C) du dv == 2 ZZ�(u sin v � 
 sin v� 
2v 
os v+u 
os v �u) du dv = 2 "
b2 � a22 � � 
2(b� a)v sin v���2�0 ��
2 
os v���2�0 � (b� a) + b3 � a33 sin v����2�0 # = �
(b2 � a2).11. S�a se 
al
uleze apli
ând formula lui Stokes integrala:Z�(y2 � z2) dx+ (z2 � x2) dy + (x2 � y2) dz;unde � este se
t�iunea 
ubului 0 < x < a; 0 < y < a; 0 < z < a 
u planul x+ y+ z = 32apar
urs�a �̂n sens dire
t trigonometri
, da
�a privim dinspre partea pozitiv�a a axei Ox.Rezolvare. Fun
t�iile P; Q; R sunt 
ontinue, 
u derivate part�iale 
ontinue pe IR3, iarsuprafat�a � m�arginit�a de 
urba � (simpl�a, �̂n
his�a �si neted�a) este 
u dou�a fet�e, simpl�a,neted�a �si regulat�a (vezi Figura 6.1.33).Avem:I = Z�(y2 � z2) dx+ (z2 � x2) dy + (x2 � y2) dz = ZZ�(�2y � 2z) dy dz + (�2z��2x) dx dz + (�2x� 2y) dx dy = �2 ZZ�(y + z) dy dz + (x+ z) dx dz + (x + y) dx dy,unde (�) : x+ y + z = 32a; (x; y) 2 D (vezi Figura 6.1.34).Deoare
e ve
torul normal la suprafat�a � este N = ~i +~j + ~k rezult�a 
�a 
os� = 1p3,
os � = 1p3 ; 
os 
 = 1p3, de
i:I = � 2p3 ZZ�[(y + z) + (x + z) + (x+ y)℄ dS = � 4p3 ZZ�(x+ y + z) dS == � 4p3 ZZD(x+ y + 32a� x� y) � p3 dx dy = �6a ZZD dx dy = �6a � A(D) = �9a32 ,



332 Capitolul 6 A(D) = A(OF 0MC 0)� 2A(OE 0D0) = 3a24 !.
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Figura  6.1.3312. S�a se 
al
uleze 
u ajutorul formulei lui Gauss-Ostrogradski urm�atoarele integralede suprafat��a:a)ZZ�x3 dy dz+y3 dx dz+z3 dx dy; unde � este fat�a exterioar�a a sferei x2 +y2+z2 == a2;b) ZZ�(x � y + z) dy dz + (y � z + x) dz dx + (z � x + y) dx dy; unde � este fat�aexterioar�a a suprafet�ei jx� y + zj+ jy � z + xj+ jz � x + yj = 1;
) ZZ� x3 dy dz+x2y dz dx+x2z dx dy; unde � este suprafat�a 
ilindrului x2+y2 = R2
uprins�a �̂ntre planele z = 0, z = a;d) ZZ� x 
os� + y 
os � + z 
os 
px2 + y2 + z2 dS; unde � este o suprafat��a simpl�a, �̂n
his�a, neted�a�si regulat�a 
are m�argine�ste un domeniu 
ompa
t G, iar 
os�, 
os �, 
os 
 sunt 
osinusuriledire
toare ale normalei exterioare la a
east�a suprafat��a.Rezolvare. Avem �̂ndeplinite toate 
ondit�iile asupra fun
t�iilor de integrat �si asuprasuprafet�elor �, de
i putem apli
a formula lui Gauss-Ostrogradski.a) Avem:I = ZZZG(3x2 + 3y2 + 3z2) dx dy dz; unde (G) : x2 + y2 + z2 � a2.Folosim 
oordonatele sferi
e x = r 
os' sin �; y = r sin' sin �; z = r 
os �, (r; '; �) 22 eG; 
u eG : 0 � r � a; 0 � ' � 2�; 0 � � � �: Obt�inem:I = 3 ZZZeG r4 sin � dr d' d� = 3a55 � 2� � (� 
os �)����0 = 12�a55 .b) Avem I = 3 ZZZG dx dy dz = 3V (G),unde (G) : A = jx� y + zj + jy � z + xj + jz � x+ yj � 1: Deoare
e:



Integrale de suprafat��a 333jx� y + zj = 8<: x� y + z; da
�a y � x+ z�x + y � z; da
�a y > x + z;jy � z + xj = 8<: y � z + x; da
�a z � x + y�y + z � x; da
�a z > x+ y;jz � x + yj = 8<: z � x + y; da
�a x � y + z�z + x� y; da
�a x > y + z;rezult�a 
�a:
A =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
x + y + z; da
�a y � x+ z; z � x+ y; x � y + z;3z � x� y; da
�a y � x+ z; z > x + y; x � y + z;�x + 3y � z; da
�a y > x + z; z � x + y; x � y + z;�3x + y + z; da
�a y > x + z; z > x + y; x � y + z;3x� y � z; da
�a y � x+ z; z � x+ y; x > y + z;x� 3y + z; da
�a y � x+ z; z > x + y; x > y + z;x + y � 3z; da
�a y > x + z; z � x + y; x > y + z;�x� y � z; da
�a y > x + z; z > x + y; x > y + z:Astfel des
ompunem domeniul G �̂n 8 subdomenii:G = G1 [G2 [G3 [G4 [G5 [G6 [G7 [G8; unde:(G1) : 8<: x+ y + z � 1; y � x+ z;z � x + y; x � y + z; (G2) : 8<: 3z � x� y � 1; y � x+ z;z > x + y; x � y + z;(G3) : 8<: �x + 3y � z � 1; y > x+ z;z � x + y; x � y + z; (G4) : 8<: �3x + y + z � 1; y > x+ z;z > x + y; x � y + z;(G5) : 8<: 3x� y � z � 1; y � x+ z;z � x + y; x > y + z; (G6) : 8<: x� 3y + z � 1; y � x + z;z > x + y; x > y + z;(G7) : 8<: x+ y � 3z � 1; y > x + z;z � x + y; x > y + z; (G8) : 8<: �x� y � z � 1; y > x+ zz > x+ y; x > y + z:Vom 
al
ula �̂n 
ontinuare V (G1), 
elelalte volume 
al
ulându-se �̂ntr-un mod asem�a-n�ator. Not�am 
u (P1) : x+z = y; (P2) : x+y = z; (P3) : y+z = x �si (P ) : x+y+z = 1(vezi Figura 6.1.35). De
i (P1) = (OAB), (P2) = (OBC), (P3) = (OAC), (P ) = (MNQ),iar G1 este delimitat de tetraedrul OM1M2M3.Rezult�a astfel 
�a V (G1) = 13 � A(M1M2M3) � h, 
u h = dist (O; (P )) = 1p3, iarA(M1M2M3) = k ~M1M2 � ~M1M3k2 .Pun
tul M1 �ind interse
t�ia dintre dreapta OA �si planul (P ) (z = 0, y = x, x+y = 1)are 
oordonatele M1 �12 ; 12 ; 0�, pun
tul M2 �ind interse
t�ia dintre dreapta OB �si planul



334 Capitolul 6(P ) (x = 0, y = z, y + z = 1) are 
oordonatele M2 �0; 12 ; 12�, iar M3 �ind interse
t�iadintre dreapta OC �si planul (P ) (y = 0, x = z, x+ z = 1) are 
oordonatele M3 �12 ; 0; 12�.Obt�inem astfel:~M1M2 = �12~i+ 12~k; ~M1M3 = �12~j + 12~k; ~M1M2 � ~M1M3 = 14~i + 14~j + 14~k,iar k ~M1M2 � ~M1M3k = p34 .De
i A(M1M2M3) = p38 ; iar V (G1) = 124.
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Având 
oordonatele 
elor patru vârfuri ale tetraedrului OM1M2M3, volumul s�aupoate � 
al
ulat folosind formula (vezi [12℄):V (G1) = 16 ��� ������������ 0 0 0 11=2 1=2 0 10 1=2 1=2 11=2 0 1=2 1
������������ ��� = 124 :Rezult�a �̂n mod analog 
�a V (G2) = � � � = V (G8) = 124 ; de
i:V (G) = 13 ; iar I = 3V (G) = 1.
) Pentru a putea apli
a ai
i formula lui Gauss-Ostrogradski, vom 
ompleta suprafat�a
ilindri
�a � 
u dis
ul (�1) : z = 0; x2 + y2 � R2 �si dis
ul (�2) : z = a; x2 + y2 � R2;(vezi Figura 6.1.36). Astfel ZZ� + ZZ�1 + ZZ�2 = 5 ZZZG x2 dx dy dz, unde G este domeniuldelimitat de suprafet�ele �, �1 �si �2, adi
�a (G) : x2 + y2 � R2; 0 � z � a.Pentru a 
al
ula integrala tripl�a de mai sus fa
em s
himbarea de variabile x = r 
os';y = r sin'; z = z; (r; '; z) 2 eG; unde ( eG) : 0 � r � R; 0 � ' � 2�; 0 � z � a:Obt�inem:5 ZZZG x2 dx dy dz = 5 ZZZeG r2 
os2 ' � r dr d' dz = 5R44 � Z 2�0 1 + 
os 2'2 d' � a =



Integrale de suprafat��a 335= 5�aR44 .Pentru �1 ve
torul normal la suprafat��a este ~n = �~k, de
i:ZZ�1(x3 dy dz + x2y dz dx+ x2z dx dy) = ZZ�1(�x2z) dS = ZZD1(�x2 � 0) � p1 dx dy = 0,unde (D1) : x2 + y2 � R2:Pentru �2 ve
torul normal la suprafat��a este ~n = ~k, de
i:ZZ�2(x3 dy dz + x2y dz dx+ x2z dx dy) = ZZ�2 x2z dS = ZZD1 x2a � p1 dx dy == a ZZD1 x2 dx dy = a ZZeD1 r2 
os2 ' � r dr d' = aR44 � Z 2�0 1 + 
os 2'2 d' = a�R44 ,unde (fD1) : 0 � r � R; 0 � ' � 2�.Rezult�a astfel:ZZ�(x3 dy dz + x2y dz dx+ x2z dx dy) = 5�aR44 � �aR44 = �aR4:d) Avem:ZZ� x 
os� + y 
os � + z 
os 
px2 + y2 + z2 dS = ZZZG0B�px2 + y2 + z2 � x2px2+y2+z2x2 + y2 + z2 ++ px2 + y2 + z2 � y2px2+y2+z2x2 + y2 + z2 + px2 + y2 + z2 � z2px2+y2+z2x2 + y2 + z2 1CCA dx dy dz == 2 ZZZG dx dy dzpx2 + y2 + z2 .13. S�a se 
al
uleze volumul 
orpului G limitat de suprafat�a:(�0) : 8>>><>>>: x = a 
os u 
os v + b sinu sin vy = a1 
os u sin v + b1 sinu 
os vz = 
 sinu; (u; v) 2 �;unde (�) : ��2 � u � �2 ; 0 � v � 2� �si de planele z = 
 �si z = �
 (a; a1; b; b1; 
 > 0).Rezolvare. Avem V (G) = 13 ZZ�(x 
os� + y 
os � + z 
os 
) dS,unde � = �0 [ �1 [ �2; �1 �ind suprafat�a: z = 
; x2b2 + y2b21 � 1; iar �2 este suprafat�a:z = �
; x2b2 + y2b21 � 1.Pentru �0 dedu
em 
�a:A = D(y; z)D(u; v) = �
 
os u(a1 
os u 
os v � b1 sinu sin v),B = D(z; x)D(u; v) = �
 
os u(a 
os u sin v � b sinu 
os v),C = D(x; y)D(u; v) = �(aa1 + bb1) sinu 
osu+ (ab1 + a1b) sin v 
os v.
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al
ulul lui 
os�, 
os �, 
os 
 vom lua semnul � �̂n fat�a radi
aluluipA2 +B2 + C2.De
i:I1 = 13 ZZ�0(x 
os�+y 
os �+z 
os 
) dS = �13 ZZ�[x(u; v)A+y(u; v)B+z(u; v)C℄ du dv == 13 ZZ�[(a 
os u 
os v+ b sin u sin v) � 
 
os u (a1 
os u 
os v� b1 sinu sin v) + (a1 
os u sin v++b1 sin u 
os v) � 
 
osu (a 
osu sin v � b sin u 
os v) + 
 sinu ((aa1 + bb1) sinu 
os u��(ab1 + a1b) sin v 
os v)℄ du dv = 13 ZZ�[aa1
 
os3 u� bb1
 sin2 u 
os u++aa1
 sin2 u 
osu+ bb1
 sin2 u 
osu� 
(ab1 + a1b) sin u sin v 
os v℄ du dv == 13 ZZ�[aa1
 
osu� 
(ab1 + a1b) sin u sin v 
os v℄ du dv == 13 "aa1
 sinu����=2��=2 � 2� � 
(ab1 + a1b)(� 
os u)����=2��=2 ��
os 2v4 � ����2�0 # = 4aa1
�3 .Pentru �1 : z = 
; (x; y) 2 D; unde (D) : x2b2 + y2b21 � 1, avem ~n = ~k. De
i:I2 = 13 ZZ�1(x 
os�+ y 
os � + z 
os 
) dS = 13 ZZ�1 z � 1 dS = 
3 ZZD dx dy == 
3 � A(D) = bb1
�3 .Asem�an�ator pentru �2 : z = �
; (x; y) 2 D avem ~n = �~k, iar:I3 = 13 ZZ�2(x 
os�+ y 
os � + z 
os 
) dS = 13 ZZ�2 z � (�1) dS = 
3 ZZD dx dy == bb1
�3 .Rezult�a astfel 
�a:V (G) = I1 + I2 + I3 = 4�aa1
3 + 2�bb1
3 = 2�
3 (2aa1 + bb1).PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE14. S�a se 
al
uleze aria port�iunii de suprafat��a se
t�ionat�a de 
ilindrul x2 + y2 = a2din sfera x2 + y2 + z2 = R2; 0 < a < R.15. S�a se 
al
uleze ariile:a) p�art�ii suprafet�ei 
onului z2 = 2xy; x; y > 0 
uprins�a �̂ntre planele x = a �si y = b;b) suprafet�ei laterale a unui 
on 
u �̂n�alt�imea 
 �si având 
a baz�a o elips�a 
u semiaxelea �si b, a > b > 0, (̂�n�alt�imea tre
e prin 
entrul bazei);
) port�iunii de suprafat��a reprezentat�a parametri
 prin e
uat�iile:x = 3u+ 3uv2 � u3; y = 3v + 3u2v � v3; z = 3(u2 � v2),
orespunz�atoare domeniului 0 � u � 1; 0 � v � 1 din planul Ouv.
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al
uleze:a) aria port�iunii suprafet�ei az = xy; a > 0 
uprins�a �̂n interiorul 
ilindrului x2+y2 == a2;b) aria suprafet�ei x2 +y2 = a2 
uprins�a �̂ntre planele x+z = 0; x�z = 0; x; y > 0;
) aria port�iunii de eli
oid x = r 
os'; y = r sin'; z = b' de
upat�a din ea de
ilindrul x2 + y2 = a2 �si de planele z = 0 �si z = 2�b.17. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale de primul tip:a) ZZ�(x2 + y2) dS; � �ind frontiera 
orpului px2 + y2 � z � 1;b) ZZ� z dS; � �ind o port�iune de pe suprafat�a eli
oidului x = u 
os v, y = u sin v,z = v, 0 < u < a, 0 < v < 2�;
) ZZ� z2 dS; � �ind o port�iune de pe suprafat�a 
onului x = r 
os' sin�,y = r sin' sin�, z = r 
os�, 0 � r � a, 0 � ' � 2�, � = 
onst:; 0 < � < �=2;d) ZZ�(y2z2 + z2x2 +x2y2) dS; unde � este suprafat�a de
upat�a din partea superioar�aa 
onului z2 = k2(x2 + y2) de 
ilindrul x2 + y2 � 2ax = 0.18. S�a se 
al
uleze masa �si 
oordonatele 
entrului de greutate ale port�iunii de pesuprafat�a omogen�a z = px2 + y2 de
upat�a de suprafat�a x2 + y2 = ax, (% = %0; a > 0).19. S�a se 
al
uleze momentul de inert�ie al pânzei sferi
e omogene x2 + y2 + z2 = a2,z � 0 de densitate %0 �̂n raport 
u axa Oz.20. S�a se 
al
uleze urm�atoarele integrale de suprafat��a de al doilea tip:a) ZZ� x2y2z dx dy; unde � este fat�a exterioar�a a jum�at�at�ii inferioare a sferei x2++y2 + z2 = R2;b) I1 = ZZ� dx dy; I2 = ZZ� z dx dy; I3 = ZZ� z2 dx dy; unde � este fat�a exterioar�aa elipsoidului x2a2 + y2b2 + z2
2 = 1;
) ZZ� x2 dy dz + y2 dx dz + z2 dx dy; unde � este fat�a exterioar�a a sferei (x� a)2++(y � b)2 + (z � 
)2 = R2.21. S�a se veri�
e formula lui Stokes pentru fun
t�iile:a) P = x2y3; Q = 1; R = z; da
�a 
onturul � este 
ir
umferint�a x2+y2 = a2; z = 0,iar suprafat�a � este emisfera x2 +y2+z2 = a2; z > 0; lu�am pe suprafat��a fat�a superioar�a,iar 
onturului �̂i d�am sensul 
ontrar a
elor de 
easorni
, privind de sus;b) P = y2z2; Q = x2z2; R = x2y2; unde � este 
urba �̂n
his�a x = a 
os t,y = a 
os 2t, z = a 
os 3t, t 2 [0; 2�℄, par
urs�a �̂n sensul 
re�sterii parametrului t, iar � estesuprafat�a m�arginit�a de �, de e
uat�ii parametri
e x = au 
os v; y = au 
os 2v; z =



338 Capitolul 6= au 
os 3v; u 2 [0; 1℄; v 2 [0; 2�℄.22. S�a se 
al
uleze 
u ajutorul formulei lui Gauss-Ostrogradski urm�atoarele integralede suprafat��a:a) ZZ� xyz(x dy dz + y dz dx + z dx dy); unde � este fat�a exterioar�a a port�iunii desuprafat��a x2 + y2 + z2 = a2; x; y; z � 0;b) ZZ� xy dy dz+y2 dx dz+yz dx dy; unde � este fat�a exterioar�a a sferei x2+y2+z2 == R2;
) ZZ�(x2 
os� + y2 
os � + z2 
os 
) dS; unde � este port�iunea suprafet�ei 
oni
ex2 + y2 = z2; 0 � z � h, iar 
os�, 
os �, 
os 
 sunt 
osinusurile dire
toare ale normaleiexterioare la a
east�a suprafat��a;d) ZZ� yz dy dz + xz dx dz + xy dx dy; � �ind o suprafat��a simpl�a, neted�a, regulat�a �si�̂n
his�a 
are m�argine�ste un domeniu 
ompa
t G.
x2. ELEMENTE DE TEORIA CÂMPURILOR
1. Gradient. Da
�a U(~r) = U(x; y; z); ~r = x~i + y~j + z~k, este un 
âmp s
alar
ontinuu derivabil (9 �U�x ; �U�y ; �U�z 
ontinue), numim gradient al a
estui 
âmp ve
torul:gradU = �U�x~i+ �U�y ~j + �U�z ~k; notat �si rU; unde r =~i ��x +~j ��y + ~k ��z .Derivata 
âmpului U dup�a o dire
t�ie oare
are ~l = 
os�~i + 
os �~j + 
os 
 ~k este:dUd~l = gradU �~l = �U�x 
os� + �U�y 
os � + �U�z 
os 
.2. Divergent�a �si rotorul unui 
âmp. Pentru 
âmpul ve
torial:~F (~r) = P (x; y; z)~i+Q(x; y; z)~j +R(x; y; z)~ks
alarul div ~F = r � ~F = �P�x + �Q�y + �R�z se nume�ste divergent�a a
estui 
âmp.Ve
torul:rot ~F = r� ~F = ���������� ~i ~j ~k��x ��y ��zP Q R ���������� =  �R�y � �Q�z !~i�  �R�x � �P�z !~j +  �Q�x � �P�y !~kse nume�ste rotorul 
âmpului.Un 
âmp ve
torial ~F se nume�ste solenoidal da
�a div ~F = 0. Un 
âmp ve
torial ~F senume�ste irotat�ional da
�a rot ~F = ~0.
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âmpurilor 3393. Câmp potent�ial. Un 
âmp ve
torial ~F se nume�ste potent�ial da
�a exist�a un 
âmps
alar U astfel �̂n
ât ~F = gradU . În a
est 
az U este potent�ialul sau fun
t�ia potent�ial�a a
âmpului ve
torial ~F .Da
�a ~F este un 
âmp ve
torial de�nit pe domeniul D simplu 
onex (P; Q; R 
ontinue
u derivate part�iale de ordinul �̂ntâi 
ontinue) atun
i 
ondit�ia ne
esar�a �si su�
ient�a pentru
a ~F s�a �e potent�ial este 
a rot ~F = ~0 (
âmp irotat�ional).4. Fluxul unui ve
tor printr-o suprafat��a. S�a presupunem 
�a ve
torul ~F (~r)genereaz�a �̂n domeniul G un 
âmp ve
torial. Numim 
uxul ve
torului printr-o suprafat��adat�a � �̂n sensul indi
at de versorul normalei ~n = 
os�~i + 
os �~j + 
os 
 ~k integrala desuprafat��a: ZZ� ~F � ~n dS = ZZ�(P 
os� +Q 
os � +R 
os 
) dS.Formula lui Ostrogradski devine �̂n trans
riere ve
torial�a:ZZ� ~F � ~n dS = ZZZG div ~F dx dy dz,unde � este suprafat�a 
are m�argine�ste domeniul 
ompa
t G, iar ~n este ve
torul normaleiexterioare la suprafat�a �.5. Cir
ulat�ia unui ve
tor. Numim integrala liniar�a a ve
torului ~F (~r) luat�a de-alungul unei 
urbe � sau lu
rul me
ani
 al 
âmpului ~F integrala 
urbilinie:Z� ~F � d~r = Z� P dx+Qdy +Rdz.Da
�a 
onturul � este �̂n
his, integrala liniar�a se nume�ste 
ir
ulat�ia ve
torului ~F de-alungul 
onturului �.Trans
ris�a ve
torial formula lui Stokes devine:Z� ~F � d~r = ZZ� ~n � rot ~F dS,unde � este 
onturul �̂n
his 
are m�argine�ste suprafat�a �, iar dire
t�ia normalei ~n lasuprafat�a � trebuie astfel luat�a �̂n
ât pentru un observator 
are s-ar a
a pe suprafat�a �
u 
apul �̂ndreptat dup�a normal�a, sensul de par
urs al 
onturului � s�a �e dire
t trigono-metri
. PROBLEME REZOLVATE1. În 
e pun
te ale spat�iului Oxyz gradientul 
âmpului:U = x3 + y3 + z3 � 3xyzeste a) perpendi
ular pe axa Oz; b) paralel 
u axa Oz; 
) egal 
u ~0 ?



340 Capitolul 6Rezolvare. Avem:rU = �U�x~i + �U�y ~j + �U�z ~k = (3x2 � 3yz)~i+ (3y2 � 3xz)~j + (3z2 � 3xy)~k.a) rU ? (Oz),rU � ~k = 0, 3z2 � 3xy = 0, z2 = xy.Am obt�inut e
uat�ia 
onului hiperboli
.b) rU k (Oz) , rU = �~k , 8>>><>>>: 3x2 � 3yz = 03y2 � 3xz = 03z2 � 3xy = � ) x = y = z (x; y 6= 0) saux = y = 0.Am obt�inut bise
toarea primului o
tant �si axa Oz.În a
est 
az puteam pune �si 
ondit�ia rU � ~k = ~0 ,��������� ~i ~j ~k3x2 � 3yz 3y2 � 3xz 3z2 � 3xy0 0 1 ��������� = 0) (3y2�3xz)~i�(3x2�3yz)~j = ~0 ) x = y = zsau x = y = 0.
) rU = ~0 , 8>>><>>>: x2 � yz = 0y2 � xz = 0z2 � xy = 0 ) x = y = z.Am obt�inut bise
toarea primului o
tant.2. S�a se demonstreze formula:grad (UV ) = V gradU + U gradV; unde U; V sunt 
âmpuri s
alare.Rezolvare. Avem:grad (UV ) = ��x (UV )~i+ ��y (UV )~j + ��z (UV )~k =  �U�x V + U �V�x !~i++ �U�y V + U �V�y !~j +  �U�z V + U �V�z !~k = V gradU + U gradV .3. S�a se 
al
uleze:a) grad r; b) grad r2; 
) grad 1r ; d) grad f(r); e) grad (~
 � ~r); f) grad fk~
 � ~rk2g;unde r = px2 + y2 + z2; ~r = x~i+ y~j + z ~k, ~
 este un ve
tor 
onstant, iar f este o fun
t�iearbitrar�a derivabil�a.Rezolvare. a) grad r = �r�x~i+ �r�y~j + �r�z~k = xpx2 + y2 + z2~i + ypx2 + y2 + z2~j++ zpx2 + y2 + z2~k = ~rr ;b) grad r2 = �r2�x~i+ �r2�y ~j + �r2�z ~k = 2r �r�x~i+ 2r �r�y~j + 2r�r�z~k = 2r grad r = 2r~rr = 2~r;
) grad 1r = ��x �1r�~i + ��y �1r�~j + ��z �1r�~k = � xr3~i� yr3~j � zr3~k = � ~rr3 ;
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âmpurilor 341d) grad f(r) = ��xf(r)~i+ ��yf(r)~j + ��z f(r)~k = f 0(r)�xr~i+ yr~j + zr~k� = f 0(r)~rr ;e) grad (~
 � ~r) = grad (
1x+ 
2y + 
3z) = 
1~i+ 
2~j + 
3~k = ~
; (~
 = 
1~i + 
2~j + 
3~k);f) grad fk~
� ~rk2g = gradn


 ��������� ~i ~j ~k
1 
2 
3x y z ��������� 


2o = grad fk(
2z � 
3y)~i� (
1z � 
3x)~j++(
1y�
2x)~kk2g = grad f(
2z�
3y)2+(
1z�
3x)2+(
1y�
2x)2g = grad f
22z2�2
2
3yz++
23y2 + 
21z2 � 2
1
3xz + 
23x2 + 
21y2� 2
1
2xy+ 
22x2g = grad f(
22 + 
23)x2 + (
21 + 
23)y2++(
21+
22)z2�2
1
2xy�2
1
3xz�2
2
3yzg = [2(
22+
23)x�2
1
2y�2
1
3z℄~i+[2(
21+
23)y��2
1
2x�2
2
3z℄~j+[2(
21 + 
22)z�2
1
3x�2
2
3y℄~k = 2[(
22 + 
23 + 
21)x~i+(
21 + 
23 + 
22)y~j++(
21+
22+
23)z~k℄�2[(
21x+
1
2y+
1
3z)~i+(
22y+
1
2x+
2
3z)~j+(
23z+
1
3x+
2
3y)~k℄ == 2(
21 + 
22 + 
23)(x~i + y~j + z~k)� 2[
1(
1x + 
2y + 
3z)~i + 
2(
1x+ 
2y + 
3z)~j + 
3(
1x++
2y + 
3z)~k℄ = 2~
 2~r � 2(~
 � ~r)~
.4. S�a se 
al
uleze:~a = ~
� gradU; da
�a U = ar
tg zpx2 + y2 �si ~
 =~i+~j + ~k.Rezolvare. Avem:gradU = �U�x~i+ �U�y ~j + �U�z ~k = � xz(x2 + y2 + z2)px2 + y2~i�� yz(x2 + y2 + z2)px2 + y2~j + x2 + y2(x2 + y2 + z2)px2 + y2~k.Rezult�a atun
i 
�a:~a = ~
� gradU = 1(x2 + y2 + z2)px2 + y2 ��������� ~i ~j ~k1 1 1�xz �yz x2 + y2 ��������� == 1(x2 + y2 + z2)px2 + y2 [(x2 + y2 + yz)~i� (x2 + y2 + xz)~j + (�yz + xz)~k℄ == (x2 + y2 + yz)~i� (x2 + y2 + xz)~j + z(x� y)~k(x2 + y2 + z2)px2 + y2 .5. S�a se 
al
uleze derivata 
âmpului U = 1r dup�a dire
t�ia ~l = 
os�~i+
os �~j+
os 
 ~k,(k~lk = 1), unde r = px2 + y2 + z2. În 
e 
az a
east�a derivat�a este egal�a 
u zero ?Rezolvare. Avem dUd~l = gradU �~l; iar:gradU= ��x �1r�~i+ ��y �1r�~j + ��z �1r�~k = � x(px2 + y2 + z2)3=2~i� yr3~j � zr3~k=� ~rr3 .Rezult�a astfel:dUd~l = � ~rr3 �~l = �x 
os� + y 
os � + z 
os 
r3 = �
os (d~l; ~r)r2



342 Capitolul 6�si dUd~l = 0, 
os (d~l; ~r) = 0, ~l ? ~r.6. S�a se demonstreze 
�a:div (U ~F ) = U div ~F + ~F � gradU;unde U este un 
âmp s
alar, iar ~F = P~i+Q~j +R~k este un 
âmp ve
torial.Rezolvare. Avem:div (U ~F ) = div (UP~i+ UQ~j + UR~k) = ��x (UP ) + ��y (UQ) + ��z (UR) == �U�x P + U �P�x + �U�y Q+ U �Q�y + �U�z R + U �R�z =  �U�x P + �U�y Q + �U�z R!++U  �P�x + �Q�y + �R�z ! = ~F � gradU + U div ~F .7. S�a se 
al
uleze:a) div (gradU); b) div (grad f(r)); r = px2 + y2 + z2; 
) div~r; ~r = x~i+ y~j + z~k;d) div ~rr ; e) div (U gradU); unde U este un 
âmp s
alar, iar f este o fun
t�ie de 
las�a C2.Rezolvare. a) div (gradU) = div  �U�x~i + �U�y ~j + �U�z ~k! = ��x  �U�x !+ ��y  �U�y !++ ��z  �U�z ! = �2U�x2 + �2U�y2 + �2U�z2 = �U; (Lapla
ianul 
âmpului U).b) div (grad f(r)) Prob:3;d)= div f 0(r) ~rr!= ��x �f 0(r)xr�+ ��y �f 0(r)yr�+ ��z �f 0(r)zr� ==  f 00(r)x2r2 + f 0(r)r2 � x2r3 !+  f 00(r)y2r2 + f 0(r)r2 � y2r3 !+  f 00(r)z2r2 + f 0(r)r2 � z2r3 ! == f 00(r) + f 0(r)3r2 � x2 � y2 � z2r3 = f 00(r) + 2f 0(r)r .
) div~r = div (x~i + y~j + z~k) = �x�x + �y�y + �z�z = 3.d) div ~rr = ��x �xr�+ ��y �yr�+ ��z �zr� = r2 � x2r3 + r2 � y2r3 + r2 � z2r3 = 2r .e) div (U gradU) = div  U  �U�x~i+ �U�y ~j + �U�z ~k!! = ��x  U �U�x !+ ��y  U �U�y !++ ��z  U �U�z ! =  �U�x !2 + U �2U�x2 +  �U�y !2 + U �2U�y2 +  �U�z !2 + U �2U�z2 == (gradU)2 + U �U .8. S�a se 
a
uleze:a) rot~r; ~r = x~i + y~j + z~k; b) rot [~
 � f(r)~r℄; r = px2 + y2 + z2, ~
 este un ve
tor
onstant, f o fun
t�ie de 
las�a C1; 
) rot (gradU); d) div (rot ~F ); unde U este un 
âmps
alar, iar ~F = P~i+Q~j +R~k un 
âmp ve
torial.
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Rezolvare. a) rot~r = ���������� ~i ~j ~k��x ��y ��zx y z ���������� = ~0.b) Avem:~
� f(r)~r = ��������� ~i ~j ~k
1 
2 
3xf(r) yf(r) zf(r) ��������� = [
2zf(r)� 
3yf(r)℄~i� [
1zf(r)� 
3xf(r)℄~j++[
1yf(r)� 
2xf(r)℄~k.Rezult�a atun
i 
�a:rot [~
� f(r)~r℄ = ���������� ~i ~j ~k��x ��y ��z(
2z � 
3y)f(r) (
3x� 
1z)f(r) (
1y � 
2x)f(r) ���������� == �f 0(r)yr (
1y � 
2x) + 
1f(r)� f 0(r)zr (
3x� 
1z) + 
1f(r)�~i� �f 0(r)xr (
1y � 
2x)�� 
2f(r)� f 0(r)zr (
2z � 
3y)� 
2f(r)�~j + �f 0(r)xr (
3x� 
1z) + 
3f(r)� f 0(r)yr (
2z��
3y) + 
3f(r)℄~k = "f 0(r)r (
1y2 � 
2xy � 
3xz + 
1z2) + 2
1f(r)#~i� "f 0(r)r (
1xy��
2x2 � 
2z2 + 
3yz)� 2
2f(r)℄~j + "f 0(r)r (
3x2 � 
1xz � 
2yz + 
3y2) + 2
3f(r)#~k == (f 0(r)r [
1(y2 + z2 + x2)� x(
1x + 
2y + 
3z)℄ + 2
1f(r))~i+ (f 0(r)r [
2(x2 + y2 + z2)��y(
1x + 
2y + 
3z)℄ + 2
2f(r)�~j + (f 0(r)r [
3(x2 + y2 + z2)� z(
1x + 
2y + 
3z)℄++2
3f(r)�~k = f 0(r)r r2~
� f 0(r)r (~
 � ~r)~r + 2f(r)~
 = f 0(r)r [r2~
� (~
 � ~r)~r℄ + 2f(r)~
.
) rot (gradU) = rot �U�x~i+ �U�y ~j + �U�z ~k! = ������������ ~i ~j ~k��x ��y ��z�U�x �U�y �U�z

������������ ==  �2U�y�z � �2U�z�y!~i�  �2U�x�z � �2U�z�x!~j +  �2U�x�y � �2U�y�x!~k = ~0.d) div (rot ~F ) = div " �R�y � �Q�z !~i�  �R�x � �P�z !~j +  �Q�x � �P�y !~k# == �2R�x�y � �2Q�x�z � �2R�y�x + �2P�y�z + �2Q�z�x � �2P�z�y = 0.9. S�a se demonstreze 
�a:



344 Capitolul 6a) div (~F � ~G) = ~G � rot ~F � ~F � rot ~G; b) rot (rot ~F ) = grad (div ~F )��~F ,unde ~F ; ~G sunt 
âmpuri ve
toriale, ~F = P~i+Q~j +R~k; ~G = L~i +M~j +N~k.Rezolvare. a) Avem:~F � ~G = ��������� ~i ~j ~kP Q RL M N ��������� = (QN �RM)~i � (PN � LR)~j + (PM � LQ)~k; iar:div (~F � ~G) = ��x(QN �RM) + ��y (�PN + LR) + ��z (PM � LQ) = �Q�x N++Q�N�x � �R�xM�R�M�x � �P�y N�P �N�y + �L�y R+L�R�y + �P�z M+P �M�z � �L�z Q�L�Q�z == L �R�y � �Q�z!+M �P�z � �R�x!+N �Q�x � �P�y!+ P �M�z � �N�y!+Q �N�x � �L�z!++R �L�y � �M�x ! = ~G � rot ~F � ~F � rot ~G,unde rot ~F =  �R�y � �Q�z !~i�  �R�x � �P�z !~j +  �Q�x � �P�y !~k �sirot ~G =  �N�y � �M�z !~i�  �N�x � �L�z !~j +  �M�x � �L�y !~k.b) Avem:rot (rot ~F ) = rot " �R�y � �Q�z !~i�  �R�x � �P�z !~j +  �Q�x � �P�y !~k# == ������������ ~i ~j ~k��x ��y ��z�R�y � �Q�z �P�z � �R�x �Q�x � �P�y
������������ =  �2Q�y�x � �2P�y2 � �2P�z2 + �2R�z�x!~i�  �2Q�x2 �� �2P�x�y � �2R�z�y + �2Q�z2 !~j +  �2P�x�z � �2R�x2 � �2R�y2 + �2Q�y�z! ~k = " �2P�x2 + �2Q�y�x++ �2R�z�x!�  �2P�x2 + �2P�y2 + �2P�z2 !#~i� " �2Q�x2 + �2Q�y2 + �2Q�z2 !�  �2Q�y2 + �2P�x�y++ �2R�z�y!#~j + " �2P�x�z + �2Q�y�z + �2R�z2 !� �2R�x2 + �2R�y2 + �2R�z2 !#~k =" ��x  �P�x + �Q�y ++ �R�z !��P#~i + " ��y  �P�x + �Q�y + �R�z !��Q#~j + " ��z  �P�x + �Q�y + �R�z !���R℄~k = grad  �P�x + �Q�y + �R�z !��~F = grad (div ~F )��~F .10. S�a se 
al
uleze 
uxul ve
torului:a) ~r = x~i+ y~j + z~k prin suprafat�a z = 1�px2 + y2; 0 � z � 1;b) ~F = y~i + z~j + x~k prin suprafat�a total�a a piramidei limitat�a de planele x = 0,



Elemente de teoria 
âmpurilor 345y = 0, z = 0, x + y + z = a, (a > 0);
) ~F = (z � x)~i + (x � y)~j + 2z~k spre exteriorul tetraedrului OABC 
u O(0; 0; 0; ),A(1; 1; 0), B(0; 1; 0), C(0; 0; 1).Rezolvare. a) Suprafat�a � : z = 1�px2 + y2, 0 � z � 1 este un 
on 
u vârful �̂nA(0; 0; 1); (vezi Figura 6.2.1), 
are se proie
teaz�a pe planulOxy �̂n dis
ul (D) : x2+y2 � 1.Ve
torul normal la suprafat�a � este ~N(�p;�q; 1); unde p = �z�x = � xpx2 + y2 ,q = �z�y = � ypx2 + y2 . De
i ~N  xpx2 + y2 ; ypx2 + y2 ; 1!, iar k ~Nk = p2. Rezult�aversorul ~n xp2px2 + y2 ; yp2px2 + y2 ; 1p2!. Obt�inem astfel 
uxul ve
torului ~r:I = ZZ� ~r � ~n dS = ZZ� x2p2px2 + y2 + y2p2px2 + y2 + zp2! dS = 1p2 ZZD(qx2 + y2++1�px2 + y2) �s1 + x2x2 + y2 + y2x2 + y2 dx dy = ZZD dx dy = A(D) = �.
Figura  6.2.1
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Figura  6.2.2b) Des
ompunem suprafat�a � a piramidei �̂n �1 [ �2 [ �3 [ �4 (vezi Figura 6.2.2),unde:(�1) =(OAB) : 8<: z = 0; x; y � 0x+ y � a; (~n1 = �~k); (�2) =(OBC) : 8<: x = 0; y; z � 0y + z � a; (~n2 = �~i);(�3) =(OAC) : 8<: y = 0; x; z � 0x+ z � a; (~n3 = �~j); (�4) =(ABC) : 8<: x + y + z = ax; y; z � 0; (~n4 � 1p3 ; 1p3 ; 1p3�):Obt�inem astfel:I1 = ZZ�1 ~F � ~n1 dS = ZZ�1(�x) dS = � ZZD1 x dx dy = � Z a0 dxZ a�x0 x dy == � Z a0 x(a� x) dx = �a36 ; 0�D1 = pr (xOy)�1 : 8<: 0 � x � a0 � y � a� x 1A,I2 = ZZ�2 ~F � ~n2 dS = ZZ�2(�y) dS = � ZZD2 y dy dz = � Z a0 dyZ a�y0 y dz == � Z a0 y(a� y) dy = �a36 ; 0�D2 = pr (yOz)�2 : 8<: 0 � y � a0 � z � a� y 1A,



346 Capitolul 6I3 = ZZ�3 ~F � ~n3 dS = ZZ�3(�z) dS = � ZZD3 z dx dz = � Z a0 dxZ a�x0 z dz == � Z a0 (a� x)22 dx = �a36 ; 0�D3 = pr (xOz)�3 : 8<: 0 � x � a0 � z � a� x 1A�si I4 = ZZ�4 ~F � ~n4 dS = 1p3 ZZ�4(y + z + x) dS = ap3 ZZD1 p3 dx dy = a � A(D1) == a32 ; �D1 = pr (xOy)�4�.Rezult�a �̂n �nal: I = ZZ� ~F � ~n dS = 0.Deoare
e suprafat�a � este �̂n
his�a putem apli
a ai
i formula lui Ostrogradski. Astfelobt�inem rapid 
�a:I = ZZZG div ~F dx dy dz = 0,unde G este domeniul m�arginit de � (~F este un 
âmp solenoidal).
) Suprafat�a � �ind �̂n
his�a (vezi Figura 6.2.3), 
onform formulei lui Ostrogradskiobt�inem 
�a:I = ZZ� ~F � ~n dS = ZZZG div ~F dx dy dz = ZZZG 0 dx dy dz = 0,unde G este domeniul m�arginit de �.
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Figura  6.2.4

n

11. S�a se 
al
uleze 
ir
ulat�ia ve
torului ~F = �y~i+ x~j + 
~k (
 este o 
onstant�a) de-alungul 
er
ului (x�2)2 +y2 = 1; z = 0, par
urs �̂n sens dire
t trigonometri
 da
�a privimdinspre semiaxa pozitiv�a Oz.Rezolvare. Avem I = Z� ~F � d~r = Z�(�y dx+ x dy + 
 dz),unde (�) : x = 2 + 
os t; y = sin t; z = 0; t 2 [0; 2�℄.Obt�inem:I = Z 2�0 (sin2 t+ (2 + 
os t) 
os t + 
 � 0) dt = Z 2�0 (1 + 2 
os t) dt = 2�.Putem apli
a �si formula lui Stokes, adi
�a avem I = ZZ� ~n � rot ~F dS,unde (�) : (x� 2)2 + y2 + z2 = 1; z > 0; (vezi Figura 6.2.4), iar rot ~F = 2~k.
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âmpurilor 347E
uat�iile parametri
e ale suprafet�ei � sunt:x = 2 + 
os u sin v; y = sinu sin v; z = 
os v; (u; v) 2 �;unde (�) : 0 � u � 2�; 0 � v � �=2.Ve
torul normalei ~n(
os�; 
os�; 
os 
) este ~n(
os u sin v; sinu sin v; 
os v), 
u C == sin v 
os v. Obt�inem astfel:I = ZZ� 2 
os 
 dS = 2 ZZ� sin v 
os v du dv = 2�.12. S�a se arate 
�a:~F = yz(2x+ y + z)~i + xz(x + 2y + z)~j + xy(x+ y + 2z)~keste un 
âmp potent�ial �si s�a se determine potent�ialul a
estui 
âmp.Rezolvare. Fun
t�iile P = yz(2x+ y+ z); Q = xz(x+ 2y+ z); R = xy(x+ y+ 2z)sunt de�nite, 
ontinue pe D = IR3 �si au derivate part�iale de ordinul �̂ntâi 
ontinue. Avem:�P�y = �Q�x = 2xz+ 2yz+ z2; �Q�z = �R�y = x2 + 2xy+ 2xz; �R�x = �P�z = 2xy+ y2 + 2yz,de
i rot ~F = ~0, adi
�a ~F este un 
âmp potent�ial. De
i exist�a 
âmpul U astfel �̂n
ât:~F = gradU , �U�x = yz(2x+ y+ z); �U�y = xz(x+ 2y + z); �U�z = xy(x+ y + 2z).Din relat�iile de mai sus dedu
em 
�a:U(x; y; z) = x2yz + xy2z + xyz2 + C = xyz(x + y + z) + C.PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE13. S�a se demonstreze formulele:a) grad (U+
) = gradU ; b) grad (
 U) = 
 gradU ; 
) grad (U+V ) = gradU+gradV ,unde 
 este o 
onstant�a, U , V 
âmpuri s
alare.14. Fie 
âmpul s
alar U = ln 1r , unde r = q(x� a)2 + (y � b)2 + (z � 
)2. În 
epun
te ale spat�iului Oxyz are lo
 egalitatea kgradUk = 1 ?15. S�a se demonstreze 
�a:a) div (~F + ~G) = div ~F + div ~G; unde ~F �si ~G sunt 
âmpuri ve
toriale;b) div (U ~F ) = ~F � gradU , unde ~F este un 
âmp ve
torial 
onstant, iar U este un
âmp s
alar.16. S�a se 
al
uleze:a) div [f(r)~r℄; ~r = x~i+ y~j + z ~k; r = px2 + y2 + z2; f o fun
t�ie de 
las�a C1;b) div (U gradV ); unde U; V sunt 
âpuri s
alare.17. S�a se demonstreze 
�a:



348 Capitolul 6a) rot (~F + ~G) = rot ~F + rot ~G; b) rot (U ~F ) = U rot ~F + gradU � ~F ,unde ~F ; ~G sunt 
âmpuri ve
toriale, iar U 
âmp s
alar.18. S�a se 
al
uleze:a) rot [f(r)~r℄; ~r = x~i + y~j + z ~k; r = px2 + y2 + z2; f o fun
t�ie de 
las�a C1;b) rot [~
 f(r)℄; ~
 un ve
tor 
onstant, f o fun
t�ie de 
las�a C1.19. S�a se 
al
uleze 
uxul ve
torului:a) ~F = x2~i + y2~j + z2 ~k prin o
tantul pozitiv al sferei x2 + y2 + z2 = 1; (x > 0;y > 0, z > 0);b) ~r = x~i+y~j+ z ~k spre exteriorul 
ubului x = 0, y = 0, z = 0, x = 1, y = 1, z = 1.20. S�a se 
al
uleze 
ir
ulat�ia ve
torului ~F = �y~i + x~j + 
~k (
 este o 
onstant�a)de-a lungul 
er
ului x2+y2 = 1; z = 0; par
urs �̂n sens dire
t trigonometri
, da
�a privimdinspre semiaxa pozitiv�a Oz.



INDICAT�II S�I R�ASPUNSURI
Capitolul 1x1. 19. f este 
ontinu�a pe IR.20. a) O eventual�a primitiv�a, da
�a ar exista, ar avea forma:F (x) = 8>><>>: x22 + 
; da
�a x � 0;x sin 1x + 
; da
�a x > 0:Dar F nu este derivabil�a �̂n x = 0.b) Se trateaz�a asem�an�ator Problemei 2, b). Ai
i se 
onsider�a fun
t�iile:g : IR! IR; g(x) = 8><>: x sin 1x; da
�a x 6= 0;0; da
�a x = 0 �si H(x) = �x2 sin 1x + 2G(x); x 6= 0,unde G este o primitiv�a a fun
t�iei g.
) Ca �si �̂n Problema 4 o eventual�a primitiv�a a fun
t�iei f ar avea forma:F (x) = 8>><>>: x2 � 14x2 sin 2x + 12G(x); da
�a x 6= 0;12G(0); da
�a x = 0;unde G este o primitiv�a a fun
t�iei g(x) = 8><>: x sin 2x; da
�a x 6= 0;0; da
�a x = 0:Dar F 0(0) 6= f(0).21. a) In = xn�1(ax2 + b)3=2a(n + 2) � (n� 1)b(n+ 2)aIn�2;b) In = �xn 
os axa + na2xn�1 sin ax� n(n� 1)a2 In�2;
) In = xn sin axa + na2xn�1 
os ax� n(n� 1)a2 In�2;d) In = aa2 + n2b2 eax sinn bx � nba2 + n2b2 eax sinn�1 bx 
os bx + n(n� 1)b2a2 + n2b2 In�2;e) In = aa2 + n2b2 eax 
osn bx + nba2 + n2b2 eax 
osn�1 bx sin bx + n(n� 1)b2a2 + n2b2 In�2;f) In = � 4ab2 � 4a
 2n� 32n� 2In�1 � 1(n� 1)(b2 � 4a
) 2ax + b(ax2 + bx + 
)n�1 ;g) In = n� 2n� 1In�2 � 1n� 1 
os xsinn�1 x ;



350 Indi
at�ii �si r�aspunsurih) Jm;n = m� 1m� nJm�2;n � 1m� n sinm�1 x
osn�1 x ; m 6= n.Da
�a m = n atun
i Jn := Jm;n = Z tgnx dx = tgn�1xn� 1 � Jn�2; n 6= 1.Da
�a m = n = 1, J1 = Z tg x dx = � ln j 
os xj+ C:O alt�a formul�a este:Jm;n = n�m� 2n� 1 Jm;n�2 + 1n� 1 sinm+1 x
osn�1 x ; n 6= 1.i) Km;n = m+ n� 2m� 1 Km�2;n � 1m� 1 1sinm�1 x 
osn�1 x; m 6= 1sau Km;n = m + n� 2n� 1 Km;n�2 + 1n� 1 1sinm�1 x 
osn�1 x; n 6= 1.22. a) �p1� x2 ar
tg x+p2 ar
tg xp2p1� x2 � ar
sinx + C;b) 12(x�p1� x2)ear
sinx + C; 
) x� 12p1 + x2 ear
tg x + C; d) x + 12p1 + x2 ear
tg x + C;e) x ln (x+p1 + x2)�p1 + x2+C; f) 12x2ex(sinx�
os x)+xex 
os x� ex2 (sin x+
osx)+C.23. a) 14p2 ln x2 + xp2 + 1x2 � xp2 + 1 + p24 ar
tg (xp2� 1) + p24 ar
tg (xp2 + 1) + C;b) 2 ln ����x� 1x + 1 ����+ 12(x+ 1)2 + C; 
) ln jxj � 12 ln (x2 + 1) + 12(x2 + 1) + C;d) �3 ln jxj+ 2 ln jx2 � 1j+ C; e) 38 ln x2 + 1(x + 1)2 + 3(x� 1)4(x2 + 1) + C;f) 2 ln �����x2 � 1x2 �����+ 2x2 + 34x4 + C; g) x� 32 ar
tg (x + 1) + x+ 12(x2 + 2x+ 2) + C;h) 14 ln x2 + x+ 1x2 � x + 1 + p36 ar
tg 2x + 1p3 + p36 ar
tg 2x� 1p3 + C;i) ln x2 � x+ 1(x� 1)2 + 3(2x� 3)2(x� 1)2 + 2x� 43(x2 � x + 1) + 283p3 ar
tg 2x� 1p3 + C;j) p22 ar
tg xp21� x2 + C.24. a) x4 � 124 sin 6x + 18 sin 2x� 164 sin 8x� 132 sin 4x+ C;b) 5x16 � 14 sin 2x+ 364 sin 4x+ 148 sin3 2x+ C;
) 12 x
os2 x � 12 tgx + C; d) 12 ln (sinx + 
os x) + x2 + C; e) � 1tg x+ 1 + C;f) Da
�a a = b, I = 1a tg x2 +C; da
�a a 6= b �si a+ ba� b > 0, I = 2pa2 � b2 ar
tgsa� ba+ b tg x2 ++C; da
�a a 6= b �si a+ ba� b < 0, I = 1pb2 � a2 ln ������tg x2 �qa+ba�btg x2 +qa+ba�b ������+ C;



Indi
at�ii �si r�aspunsuri 351g) x tg x� x22 + ln (
os x) + C; h) 13 ln (
os x+ 2)� 12 ln (
os x+ 1) + 16 ln (1� 
os x) + C;i) 14 ln(sinx+
os x)�14(sinx+
os x) 
os x+C; j) 16 ln (sin x+
osx)21�sinx 
os x + 1p3 ar
tg 2 tgx�1p3 ++C; k) ln tgx + 12(1 + tg2x) + C; l) 1p2 ar
tg tg 2xp2 + C.25. a) �2x2 � 1xpx2 + 1 + C; b) 1213(1 + 4px)13=3 � 185 (1 + 4px)10=3 + 367 (1 + 4px)7=3��3(1 + 4px)4=3 + C; 
) 14 ln 4p1 + x4 + x4p1 + x4 � x � 12 ar
tg 4p1 + x4x + C;d) 2x1=2 � 3x1=3 + 6x1=6 � 6 ln (x1=6 + 1) + C;e) px2 � 14x4 + 3px2 � 18x2 + 38 ar
tgpx2 � 1 + C; f) 35(1 + x2=3)5=2 � 2(1 + x2=3)3=2 + 3(1++x2=3)1=2 + C; g) 14x3px2 + 4 + 12xpx2 + 4 + ln px2 + 4� xpx2 + 4 + x + C;h) 14 ln [(x2 + 1)1=3 � 1℄3x2 + p32 ar
tg 2(x2 + 1)1=3 + 1p3 + C.26. a) ln (px2 + 2x+ 2 + x + 1)� px2 + 2x + 2 + xx + 1 + C; b) �p�x2 + 4x+ 5++6 ar
tgs1 + x5� x + C; 
) �12sx+ 3x� 1 + C; d) 2p3 ar
tgp3s1� x1 + x + C;e) �18(px2 � x+ 1� x)2 + 38(px2 � x + 1� x) + 18 ln (2px2 � x + 1� 2x+ 1)++34 12px2 � x+ 1� 2x+ 1 + 932 1(2px2 � x+ 1� 2x+ 1)2 + C;f) �18 x3=2(2 + x)1=2(x + 1)2 + 38 x1=2(2 + x)3=2(x + 1)2 � 14 x1=2(2 + x)1=2x+ 1 + ar
tgs x2 + x + C == 12 x1=2(2 + x)1=2(x + 1)2 + ar
tgs x2 + x + C; g) x(a2 � x2)1=2 + C;h) 2 ln (�x+px2 + 2x+ 4)� 32 ln (px2 + 2x+ 4� x� 1) + 32 1x + 1�px2 + 2x + 4 + C.27. a) ln (tg2x + 2) + 3p2 ar
tg tgxp2 + C; b) tg3x3 + 2 tgx� 1tg x + C;
) 52p2 ln p2� 1� tg x2p2 + 1 + tg x2 + 12(
os x� sinx) + C; d) 1p2 ar
tg tg x2p2 + C;e) 13 ln tg x2 � ln �1� tg x2�+ 53 ln�3� tg x2�+ C;f) 140 sin 10x+ 132 sin 8x + 116 sin 4x + 18 sin 2x + C.28. I = eax4 " aa2 + (m� n + p)2 
os (m� n+ p)x + m� n+ pa2 + (m� n + p)2�� sin (m�n+p)x+ aa2 + (m� n� p)2 
os (m�n�p)x+ m� n� pa2 + (m� n� p)2 sin (m�n�p)x�



352 Indi
at�ii �si r�aspunsuri� aa2 + (m + n+ p)2 
os (m+n+p)x� m + n+ pa2 + (m+ n + p)2 sin (m+n+p)x� aa2 + (m+ n� p)2�� 
os (m + n� p)x� m+ n� pa2 + (m + n� p)2 sin (m+ n� p)x#.29. a) �12e�x(p1 + ex �p1� ex) + 14 ln (pex + 1� 1)(1�p1� ex)(pex + 1 + 1)(1 +p1� ex) + C;b) x ln2(x +p1 + x2)� 2p1 + x2 ln (x +p1 + x2) + 2x+ C;
) x2 + 12 ar
tgx ln (1 + x2)� x2 ln (1 + x2) + 3x2 � x2 + 32 ar
tgx + C;d) (x� 1) ar
sin 2px1 + x + 2px+ C; e) 3x8 + 14 sh 2x+ 132 sh 4x+ C;f) 2p3 ar
tg exp3 + C = 2p3 ar
tgp3 1 + th x21� th x2 !+ C;g) aa2 + b2 
h ax 
os bx + ba2 + b2 sh ax sin bx + C.30. Se noteaz�a tg x2 = t. Rezult�a I = �14 Z (t2 + 1)2(t2 � t� 1)3 dt: Des
ompunem fra
t�iade sub semnul integral�a �̂n fra
t�ii simple:(t2 + 1)2(t2 � t� 1)3 = 25p5 1t� 1+p52 + 3 +p510 1�t� 1+p52 �2 + 5 + 3p510 1�t� 1+p52 �3�� 25p5 1t� 1�p52 + 3�p510 1�t� 1�p52 �2 + 5� 3p510 1�t� 1�p52 �3 .Obt�inem:I = 110p5 ln ������t� 1�p52t� 1+p52 ������+ 3t+ 120(t2 � t� 1) + t2 + 28(t2 � t� 1)2 + C: De
i I == 110p5 ln ������tg x2 � 1�p52tg x2 � 1+p52 ������+ 8 sinx� 4 
os x� sin2 x� 4 
os2 x� 4 sinx 
os x40 (sinx + 2 
osx)2 + C == 110p5 ln ����tg �x2 + ar
tg 22 �����+ 2 sinx� 
os x10 (sinx+ 2 
os x)2 + C.x2. 33. Fun
t�ia f este dis
ontinu�a �̂n ori
e pun
t x 2 (0; 1℄. Conform Teoremei 5nu este integrabil�a pe [0; 1℄.34. a) �16; b) 4� �2 ; 
) ln (p2 + 1)� 12p2 ln 3; d) 6� 2e; e) p3�p2p6 ; f) p324 ;g) �4 ; h) 3�16 ; i) �4 sin (a� b) + 12 
os (a+ b).35. a) Da
�a a = 0, I = �8 ; da
�a a 2 (0; 4), I = 2p16� a2 ar
tgs4� a4 + a ; da
�a a = 4,I = 14; da
�a a 2 (4;1), I = 1pa2 � 16 ln a +pa2 � 164 ; b) 4; 
) 2e ln 2� 2; d) 12 ln 2+
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at�ii �si r�aspunsuri 353+p5� 12p5 ln p5�p3 + 1p5�p2 + 1 + p5 + 12p5 ln p5 +p3� 1p5 +p2� 1; e) 14120 a10=3; f) �6 ; g) �p62p7 ; h)Da
�a a 2 (�1; e℄, I = 13� a ln e(e+ 3� a)e2 + 3� a ; da
�a a 2 [e2;1), I = 1a + 3 ln e(a+ 3� e)a+ 3� e2 ;da
�a a 2 (e; e2), I = 1a + 3 ln a(a + 3� e)3e + 13� a ln 3e2a(e2 � a+ 3); i) Da
�a a 2 (�1; 1℄,I = ln 4� a2� a ; da
�a a 2 [3;1), I = ln aa� 2; da
�a a 2 (1; 3), I = ln a(4� a);j) Da
�a � 2 [0; �=6), I = 2p1� 4 sin2 � ar
tg 2p1� 4 sin2 �25 + 20 sin� ; da
�a � 2 (�=6; �=2℄,I = 1p4 sin2 �� 1 ln 25 + 20 sin� + 2p4 sin2 �� 125 + 20 sin�� 2p4 sin2 �� 1 ; da
�a � = �6 , I = 435.36. a) S�1(f) = f(1)�98 � 1�+ f �98��76 � 98�+ f �76��54 � 76� + f �54��32��54� + f �32��2� 32� = 0; 4771.s�1(f) = f �98��98 � 1�+ f �76��76 � 98�+ f �54��54 � 76�+ f �32��32�� 54�+ f(2)�2� 32� = 0; 4387.S�2(f) = f(1)�76 � 1�+ f �76��32 � 76� + f �32��2� 32� = 0; 4788.s�2(f) = f �76��76 � 1�+ f �32��32 � 76�+ f(2)�2� 32� = 0; 4362.b) S�1(f) = f ��12���12 + 1�+ f(0)�0 + 12�+ f �12��12 � 0�+ f(1)�1� 12� == 5; 7376: s�1(f) = 12 �f(�1) + f ��12�+ f(0) + f �12�� = 2; 1107.S�2(f) = f(0)(0 + 1) + f(1)(1� 0) = 8; 3890: s�2(f) = f(�1) + f(0) = 1; 1353.Sumele de mai sus sunt valori aproximative ale Z 21 x1 + x2 dx = 12 ln (x2 + 1)���21 == 12 ln 52 ' 0; 4581; respe
tiv Z 1�1 e2x dx = 12e2x���1�1 = 12(e2 � e�2) ' 3; 6269.37. a) 12(e� 1); b) 12; 
) 15; d) 12[ln (1 +p2) +p2℄; e) 3p3� � 1; f) 14(2 3p2� 1);g) 1p3.38. a) t2; b) 30� ; 
) ��24 ; d) I = 1Xk=1 Z e�2k�+�e�2k� dx� 1Xk=1 Z e�2k�+2�e�2k�+� dx = (�1� e2�++2e�) 1Xk=1 e�2k� = �(e� � 1)2e2� � 1 = �e� � 1e� + 1 = �th �2 .39. a) Fun
t�ia f(x) = x ar
tg x�ln (1+x2) este stri
t 
res
�atoare pe (0;1), deoare
ef 0(x) > 0; 8 x 2 (0;1) �si f(0) = 0; b) sin x 2 [0; 1℄; e�sinx 2 [e�1; 1℄, e�sin x � 1, de
iZ �=20 e�sin x dx � Z �=20 dx = �2 ; 
) Fun
t�ia f(x) = x� 3x + 5 este 
res
�atoare pe [4; 7℄, de
i
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at�ii �si r�aspunsurif(4) � f(x) � f(7), 8 x 2 [4; 7℄, de
i 13 = 3f(4) � Z 74 f(x) dx � 3f(7) = 1;d) Fun
t�ia f(x) = x2x + 2 este 
res
�atoare pe [4; 6℄, de
i f(4) � f(x) � f(6), 8 x 2 [4; 6℄ �si163 = 2f(4) � Z 64 f(x) dx � 2f(6) = 9.40. sn=Z 1=10n1=10n+1n dx+Z 1=10n�11=10n (n� 1) dx+ � � �+Z 1=101=1021 dx=n� 110n� 110n+1�++(n� 1)� 110n�1 � 110n�+ � � �+ 2� 1102 � 1103�+ 1� 110 � 1102� = � n10n+1 + 110n++ 110n�1 + � � �+ 1102 + 110 = � n10n+1 + 19 �1� 110n� : Rezult�a 
�a limn!1 sn = 19.41. I = Z 11=2 x dx + 2 Z 1=21=3 x dx+ 3 Z 1=31=4 x dx+ � � �+ (n� 1) Z 1=(n�1)1=n x dx = 12++ 12 � 22 + 12 � 32 + 12 � 42 + � � �+ 12 � (n� 1)2 � n� 12n2 = 12 �1 + 122 + � � �+ 1n2�� 12n .42. Im;n = 1m+ 1xm+1(1� x)n���10 + nm + 1 Z 10 xm+1(1� x)n�1 dx == n(m + 1)(m+ 2) xm+2(1� x)n�1���10 + n(n� 1)(m+ 1)(m+ 2) Z 10 xm+2(1� x)n�2 dx = � � � == n(n� 1) � � �1(m + 1)(m+ 2) � � � (m+ n) Z 10 xm+n dx = n!(m+ 1)(m+ 2) � � � (m+ n)(m + n+ 1) == m!n!(m + n+ 1)! .43. In=Z �=40 �tg2nx+ tg2n�2x� dx�Z �=40 tg2n�2x dx=Z �=40 tg2n�2x(1+tg2x) dx�� Z �=40 tg2n�2x dx = Z �=40 tg2n�2x � (tgx)0 dx� In�1 = 12n� 1 tg2n�1x����=40 � In�1 == 12n� 1 � In�1: Rezult�a:In = 12n� 1 � 12n� 3 + � � �+ (�1)n�2 13 + (�1)n�11 + (�1)nI0, I0 = �4 . De
i:In = (�1)n "�4 �  1� 13 + 15 � � � �+ (�1)n�12n� 1 !#.44. a) In = Z �=2� sin 2nxsinx dx = Z �=2� sin (2n� 1)x 
os x + sinx 
os (2n� 1)xsinx dx ==Z �=2� 
os (2n� 1)x + 12Z �=2� sin 2nx + sin (2n� 2)xsin x dx= 12n�1 sin (2n� 1)x����=2� + 12In++12In�1: Rezult�a In = 22n� 1(�1)n�1 � 22n� 1 sin (2n� 1)� + In�1. Obt�inem astfel:In = 22n� 1(�1)n�1 � 22n� 1 sin (2n� 1)�+ 22n� 3(�1)n�2 � 22n� 3 sin (2n� 3)�++ � � �+ 23(�1)� 23 sin 3� + 2� 2 sin� + I0 = 2 "1� 13 + 15 � � � �+ (�1)n�12n� 1 #��2 � 12n� 1 sin (2n� 1)�+ 12n� 3 sin (2n� 3)� + � � �+ sin�� :



Indi
at�ii �si r�aspunsuri 355De
i lim�!0 In = 2 "1� 13 + 15 � � � �+ (�1)n�12n� 1 #.b) In = Z �=2� sin (2n+ 1)xsin x dx = Z �=2� sin 2nx 
os x+ sin x 
os 2nxsin x dx == Z �=2� 
os 2nx dx + 12 Z �=2� sin (2n + 1)x+ sin (2n� 1)xsinx dx = 12n sin 2nx����=2� + 12In++12In�1: Rezult�a In = 1n(sinn� � sin 2n�) + In�1 = � 1n sin 2n� + In�1. De
i:In = � 1n sin 2n�� 1n� 1 sin (2n� 2)�� � � � � 12 sin 4�� sin 2� + I0,unde I0 = Z �=2� dx = �2 � �. Obt�inem lim�!0�>0 In = �2 .45. a) 1p2 ln (2p2 + 1)27 ; b) S = 2 Z 6+2p331 2px� 1x dx = 83q9 + 6p3��8 ar
tg q9 + 6p33 .46. S1 = S2 = � � 2 ar
sin p2p3 � p22 ln 3; S3 = Selipsa � 2S1 = 2� � 2S1 == 4 ar
sin p2p3 +p2 ln 3: 47. S = 83.48. a) �a38 (e2 � e�2 + 4); b) (15� 16 ln 2)�2 ; 
) V = 2(V1 � V2) = 2� Z a0 b2x2a2 dx��2� Z a0 b2a4x4 dx = 4�ab215 :49. a) 827(10p10� 1); b) p102 qp+ 10� p22 qp+ 2 + p2 ln pp+ 10 +p10pp+ 2 +p2 ;
) l(y) = 4 Z a0 q1 + (a2=3 � x2=3) x�2=3 dx = 6a.50. a) 28p13�9 + 8�27 ln 3 +p132 ; b) 32� ln � +p�2 + 164 + 2p�2 + 16;
) 2�3 [(4 + p)qp(4 + p)� p2℄.51. xG = �2 ; yG = �8 : 52. xG = 5a8 ; yG = 0.53. a) 1; 4849 (metoda drept.); 1; 4675 (metoda trapez.); b) 5; 4025:54. 3; 141 (n = 5).Capitolul 2x1. 8. a) jfn(x)j � 12n; 8 x 2 [1;1); 8n � 1; fn u! 0; pe [1;1);b) jfn(x)j � �2n2 ; 8 x 2 IR; 8n � 1; fn u! 0; pe IR; 
) fn p! f , pe [0;1),
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at�ii �si r�aspunsurif(x) = 8>>><>>>: 1; da
�a 0 � x < 11=2; da
�a x = 10; da
�a x > 1; fn u6! f , pe [0;1), deoare
e f nu este 
ontinu�a;d) fn p! 0, pe [0; 1℄, Mn = supx2[0;1℄ jfn(x)j = fn  1pn! = 12 6! 0; de
i fn u6! 0, pe [0; 1℄.9. a) n0(") = max f1; �log21"�+ 1g; b) n0(") = �1"�+ 1.10. jfn(x)j � �2n; 8 x 2 IR; 8n � 1, fn u! 0, pe IR; f 0n(x) = xn�11 + x2n ;limn!1 f 0n(1) = 12 6= 0 = � limn!1 fn�0 (1). Pe intervalul [0;1), limn!1 f 0n(x) = g(x), g(x) == 8>>><>>>: 0; da
�a 0 � x < 11=2; da
�a x = 10; da
�a x > 1; f 0n u6! g, pe [0;1), deoare
e g nu este 
ontinu�a; nu putemapli
a Teorema 7.11. a) f(x)=0; 8 x 2 [0; 1℄; b) Mn= supx2[0;1℄ jfn(x)j=fn � nn + 1�= nn+1 1�1 + 1n�n !! 1e 6= 0, fn u6! 0, pe [0; 1℄; 
) Z 10 fn(x) dx = n(n+ 1)(n+ 2) ! 0 = Z 10 f(x) dx.x2. 10. a) Pentru x 2 (�1;�6) [ (�6=5;1) seria este (A.C.); pentrux 2 [�6;�6=5℄ n f�2g seria este (D);b) pentru x2Sk2Z�h2k�; �4 + 2k��[�3�4 + 2k�; 5�4 + 2k��[�7�4 + 2k�; 2(k + 1)��� se-ria este(A.C.); pentru x 2 Sk2Z ���4 + 2k�; 3�4 + 2k�� S�5�4 + 2k�; 7�4 + 2k��� se-ria este (D); pentru x 2 �5�4 + 2k�; 7�4 + 2k�; k 2 Z� seria este (S.C.); 
) Pentrux 2 ��1; 13� [ (1;1) seria este (A.C.); pentru x 2 �13 ; 1� n �12� seria este (D).11. a1) uniform 
onvergent�a 
u suma S(x) = 2� x; 32 � x � 52; a2) simplu 
onver-gent�a 
u suma eS(x) = 8<: 2� x; da
�a 1 < x < 30; da
�a x = 1; b1) uniform 
onvergent�a (se folose�steTeorema 4); b2) simplu 
onvergent�a (
u 
riteriul lui Diri
hlet de la serii numeri
e); nueste uniform 
onvergent�a, deoare
e nu satisfa
e 
ondit�ia din 
riteriul lui Cau
hy.12. a)-
) serii uniform �si absolut 
onvergente (
u Teorema 2).13. Seria este simplu 
onvergent�a pe I 
u suma f(x) = 0; 8 x 2 [0; 1℄; nu esteuniform 
onvergent�a pe I, deoare
e Mn = supx2[0;1℄ jSn(x)j = Sn � 1n� = e�1 6! 0; n ! 1(Sn(x) = nxe�nx).



Indi
at�ii �si r�aspunsuri 35714. Este permis�a derivarea termen 
u termen; se apli
�a Teorema 8: seria 1Xn=1 fn(0) == 0 este 
onvergent�a, fn sunt derivabile pe IR, iar seria derivatelor 1Xn=1 n2n4 + x2 este uni-form 
onvergent�a pe IR. Rezult�a 
�a seria 1Xn=1 fn(x) este uniform 
onvergent�a pe IR �si:1Xn=1 n2n4 + x2 =  1Xn=1 ar
tg xn2!0.15. Este permis�a integrarea termen 
u termen; se apli
�a Teorema 9: fn sunt integra-bile pe [a; b℄, iar seria 1Xn=1 fn(x) este uniform 
onvergent�a.x3. 13. a) r = 1; pentru p = 0 seria este (A.C.) da
�a x 2 (�1; 1), �̂n rest �ind (D);pentru 0 < p � 1 seria este (A.C.) da
�a x 2 (�1; 1), (S.C.) da
�a x = �1, �̂n rest �inddivergent�a; pentru p > 1 seria este (A.C.) da
�a x 2 [�1; 1℄, �̂n rest �ind (D).b) r = 12; pentru x 2 ��12 ; 12� seria este (A.C.), �̂n x = �12 seria este (S.C.), �̂n rest adi
�apentru x 2 ��1;�12� [ h12 ;1� seria este (D).
) r = 1; da
�a x 2 [�1; 1℄ seria este (A.C.), �̂n rest adi
�a pentru x 2 (�1;�1) [ (1;1)seria este (D).d) r = 13; da
�a � = 0 seria este (A.C.) pentru x 2 ��13 ; 13�, �̂n rest (D); da
�a 0 < � � 1seria este (A.C.) pentru x 2 ��13 ; 13�, este (S.C.) pentru x = 13, �̂n rest �ind (D); da
�a� > 1 seria este (A.C.) pentru x 2 ��13 ; 13�, �̂n rest �ind (D).e) Da
�a a 2 [0; 1), r = 1; pentru x 2 (�1; 1) seria este (A.C.); pentru x = 1 seria este(S.C.), �̂n rest �ind (D). Da
�a a = 1 seria este (C) pentru 8 x 2 IR. Da
�a a 2 (1;1),r = 1a ; pentru x 2 ��1a; 1a� seria este (A.C.); pentru x = 1a seria este (S.C.), �̂n rest �ind(D).14. a) Da
�a x 2 ��12 ;1� seria este (A.C.); da
�a x = �12 seria este (S.C.); da
�ax 2 ��1;�12� n f�1g seria este (D);b) Da
�a x 2 (�1; 0) seria este (A.C.); da
�a x 2 [0;1) n f2g seria este (D).
) Da
�a x 6= �2 + k�; k 2 Z seria este (A.C.); da
�a x = �2 + k�; k 2 Z seria este (D).15. a) 11� x2 = 1 + x2 + x4 + x6 + � � �+ x2n + � � � ; jxj < 1;b) ln�1� x1 + x� = �2x� 23x3 � 25x5 � 27x7 � � � � � 22n+ 1x2n+1 + � � � ; jxj < 1;
) 1(1� x)2 = 1 + 2x + 3x2 + 4x3 + � � �+ (n+ 1)xn + � � � ; jxj < 1;
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at�ii �si r�aspunsurid) 1(1� x)3 = 1 + 3x+ 6x2 + 10x3 + � � �+ 12(n+ 1)(n+ 2)xn + � � � ; jxj < 1;e) 3p1 + x = 1+13x�1 � 23 � 6x2+1 � 2 � 53 � 6 � 9x3�� � �+(�1)n�1 1 � 2 � 5 � � � (3n� 4)3 � 6 � 9 � � � 3n xn+� � � ; jxj < 1�si x = �1;f) 13p1 + x = 1� 13x+ 1 � 43 � 6x2� 1 � 4 � 73 � 6 � 9x3+� � �+(�1)n1 � 4 � 7 � � � (3n� 2)3 � 6 � 9 � � �3n xn+� � � ; jxj < 1�si x = 1;g) p1 + x2 = 1 + 12 � 1!x2� 122 � 2!x4 + � � �+ (�1)n�11 � 3 � 5 � � � (2n� 3)2n � n! x2n + � � � ; jxj < 1�si x = �1;h) p1� x2 = 1 � 12 � 1!x2 � 122 � 2!x4 � � � � � 1 � 3 � 5 � � � (2n� 3)2n � n! x2n � � � � ; jxj < 1 �six = �1;i) 1p1� x = 1 + 12 � 1!x+ 1 � 322 � 2!x2 + � � �+ 1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2n � n! xn + � � � ; jxj < 1 �si x = �1;j) 1p1� x2 = 1 + 12 � 1!x2 + 1 � 322 � 2!x4 + � � �+ 1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2n � n! x2n + � � � ; jxj < 1;k) ar
sin x = x+ 12 � 1! � 3x3 + 1 � 322 � 2! � 5x5 + � � �+ 1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2n � n! � (2n+ 1) x2n+1 + � � � ; jxj < 1�si x = �1;l) ar

os x = �2�ar
sin x = �2�x� 12 � 3 � 1!x3� 1 � 322 � 5 � 2!x5�� � ��1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2n(2n+ 1)n! x2n+1�� � � � ; jxj < 1 �si x = �1;m) ar

tgx = �2 � ar
tg x = �2 � x + x33 � x55 + � � � � (�1)n x2n+12n+ 1 � � � � ; jxj < 1 �six = �1;n) 11 + x + x2 = 1� x+ x3 � x4 + x6 � x7 + x9 � x10 + � � �+ x3n � x3n+1 + � � � ; jxj < 1;o) sin3 x = x3 � 12x5 + 13120x7 � � � �+ (�1)n+1 1(2n+ 1)! 34(32n � 1)x2n+1 + � � � ; x 2 IR;p) x � ar
tgx� ln (1 + x2) = 16x4 � 215x6 + 328x8 + � � �+ (�1)n+1 n(n + 1)(2n+ 1)x2n+2++ � � � ; jxj < 1 �si x = �1;q) ex1 + x = 1 + x� 11! � 1�+ x2 � 12! � 11! + 1�+ x3 � 13! � 12! + 11! � 1�+ � � �+ xn � 1n!�� 1(n� 1)! + � � �+ (�1)n!+ � � � ; jxj < 1;r) ar
sinx1�x =x+x2 +�1 + 12 � 1! � 3� x3 +�1 + 12 � 1! � 3� x4 +�1 + 12 � 1! � 3 + 1 � 322 � 2! � 5� x5++�1 + 12 � 1! � 3 + 1 � 322 � 2! � 5� x6 + � � �+ 1 + 12 � 1! � 3 + � � �+ 1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2n � n! � (2n+ 1) ! x2n+1++ 1 + 12 � 1! � 3 + � � �+ 1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2n � n! � (2n+ 1) !x2n+2 + � � � ; jxj < 1;s) (ar
sinx)2 = x2 + 2 12 � 1! � 3x4 + � 1 � 322 � 2! � 5 + 12 � 1! � 3 � 12 � 1! � 3 + 1 � 322 � 2! � 5� x6+
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at�ii �si r�aspunsuri 359+� 1 � 3 � 523 � 3! � 7 + 12 � 1! � 3 � 1 � 322 � 2! � 5 + 1 � 322 � 2! � 5 � 12 � 1! � 3 + 1 � 3 � 523 � 3! � 7� x8 + � � �++ 1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2n � n! � (2n+ 1) + 12 � 1! � 3 � 1 � 3 � 5 � � � (2n� 3)2n�1 � (n� 1)! � (2n� 1) + � � �++ 1 � 3 � 5 � � � (2n� 3)2n�1 � (n� 1)! � (2n� 1) � 12 � 1! � 3 + 1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2n � n! � (2n+ 1) ! x2n+2 + � � � ; jxj � 1;t) (ar
tgx)2 = x2 � 23x4 + x6 �15 + 13 � 13 + 15�+ x8 ��17 � 13 � 15 � 13 � 15 � 17�+ � � �++x2n+2 �(�1)n 12n+ 1 � 13 � (�1)n�1 12n� 1 + � � �+ (�1)n�1 12n� 1 � ��13�++(�1)n 12n+ 1�+ � � � ; jxj � 1.16. � ' 3; 14159.17. a) f(x) = �x26 � x4180 + � � � ; b) f(x) = �x23 + 1390x4 + � � � ;
) f(x)=1+x2�x32 + 56x4� 34x5+� � � ; d) f(x)=e�1� x2 + 1124x2 � 716x3 + 24475760x4 + � � ��.18. a) S(x) = 8>>>>><>>>>>: 12x2 (1� x2) ln (1� x) + 2 + x4x ; da
�a x 2 [�1; 1) n f0g0; da
�a x = 034 ; da
�a x = 1:b) S(x) = 8><>: ex + 12 + 3(ex � 1� xex)x2 ; da
�a x 2 IR n f0g0; da
�a x = 0:
) S(x) = 8>><>>: 12x6 (x4 � 1) ln (x2 + 1) + 2� x24x4 ; da
�a x 2 [�1; 1℄ n f0g13 ; da
�a x = 0:19. a) S = ln 2; b) S = �13 ln 2 + �3p3; 
) S = 12p2 ln (p2 + 1) + �p28 .20. a) S(x) = 11� x + 2x(1� x)2 + 6x2(1� x)3 + 6x3(1� x)4 ; 8 x 2 (�1; 1);b) S(x) = 21� x + x(1� x)2 + 30x2(1� x)3 + 150x3(1� x)4 + 240x4(1� x)5 + 120x5(1� x)6 ; 8 x 2 (�1; 1).21. I1 ' 0; 3102; I2 ' 0; 9045: 22. a) 0; 946; b) 1; 057; 
) 0; 461.x4. 5. a) Seria Fourier aso
iat�a lui f este 2l3�3 1Xn=1 (�1)n+1n3 (n2�2� 6) sin sinn�xl 
usuma s(x) = 8<: x3; da
�a x 2 (�l; l)0; da
�a x = �l:b) Seria Fourier este 1�a sh a� + 2� sh a� 1Xn=1(�1)na 
osnx� n sinnxa2 + n2 
u suma



360 Indi
at�ii �si r�aspunsuris(x) = 8<: eax; da
�a x 2 (��; �)(ea� + e�a�)=2; da
�a x = ��:
) Seria Fourier aso
iat�a fun
t�iei f este 1a� sh a� + 2a� sh a� 1Xn=1 (�1)na2 + n2 
osnx 
u sumas(x) = 
h ax; 8 x 2 [��; �℄.d) Seria Fourier aso
iat�a fun
t�iei f este 2� sh a� 1Xn=1 (�1)n+1nn2 + a2 sinnx 
u sumas(x) = 8<: sh ax; da
�a x 2 (��; �)0; da
�a x = ��:6. a) Seria Fourier este 4a� 1Xk=0 12k + 1 
os (2k + 1)b sin (2k + 1)x == 4a� "
os b sin x+ 
os 3b3 sin 3x + 
os 5b5 sin 5x+ � � �# ; 
u sumas(x) = f(x); 8 x 2 [��; �℄ n f�� + b;�b; b; � � bg; s(�� + b) = s(�b) = �a2 ; s(b) == s(� � b) = a2.b) Seria Fourier este a
� + 2a� 1Xn=1 1n sinn
 
osnx == 2a� � 
2 + sin 
1 
os x+ sin 2
2 
os 2x+ sin 3
3 
os 3x + � � �� 
u suma s(x) = f(x); 8 x 22 [��; �℄ n f�
; 
g; s(�
) = s(
) = a2.
) Seria Fourier este a
2� + 1Xn=1 2a�
n2 (1� 
osn
) 
osnx == a
2� + 2a�
 �(1� 
os 
) 
os x+ 1� 
os 2
22 
os 2x+ 1� 
os 3
32 
os 3x + � � �� 
u sumas(x) = f(x); 8 x 2 [��; �℄.7. a) Da
�a a 2 Z, n 6= �a seria de 
osinusuri este:1�a(1� (�1)a) + 1Xn=1n 6=jaj 2a�(a2 � n2) [1� (�1)n+a℄ 
osnx 
u suma s(x) = sin ax;8 x 2 [0; �℄.Da
�a a 62 Z seria de 
osinusuri este:1�a(1� 
os a�) + 1Xn=1 2a�(a2 � n2) [1� (�1)n 
os a�℄ 
osnx 
u suma s(x) = sin ax;8 x 2 [0; �℄.b) Seria de 
osinusuri este:1p3 1Xn=1 1n [1 + (�1)n+1℄ sin n�3 
osnx = 2p3 1Xk=0 12k + 1 sin (2k + 1)�3 
os (2k + 1)x,
u suma s(x) = f(x); 8 x 2 [0; �℄.



Indi
at�ii �si r�aspunsuri 3618. a) Seria de sinusuri este 2� 1Xn=1 1n [
osna� (�1)n℄ sinnx 
u sumas(x) = 8>>>>>><>>>>>>: 0; da
�a x 2 [0; a)12 ; da
�a x = a1; da
�a x 2 (a; �)0; da
�a x = �:b) Seria de sinusuri este 1p3 1Xn=1 1n2 [1� (�1)n℄ sin n�3 sinnx == 2p3 1Xk=0 1(2k + 1)2 sin (2k + 1)�3 sin (2k + 1)x 
u suma s(x) = f(x); 8 x 2 [0; �℄.Capitolul 3x1. 17. a) (C); b) (D); 
) (A.C.); d){e) Da
�a p > 1 integrala este (A.C.), iar da
�a0 < p � 1 integrala este (S.C.); f) (D).18. a) Da
�a a 6= b, I = 1b� a ln ba ; da
�a a = b, I = 1a ; b) 6 ln 2 + 2�p33 ;
) Da
�a a 6= b, I = 1(b� a)2 ln ba � 1b(b� a) ; da
�a a = b, I = 12a2 ; d) � + 24 ; e) aa2 + b2 ;f) 1; g) 1a ar
tg a� ln apa2 + 1; h) ln 1 +pa2 + 1a ; i) 13; j) 1318 � 127 ln 2� 41�216p2;k) �2 � 1; l) �p24 ; m) �2(a+ b) .19. a) 2�pa2 � b2 ; b) �sin3 � ; 
) �p2; d) 2�p2; e) 2sin2 � .20. a) (C); b) (C); 
) (D); d) (D); e) (D); f) (C) da
�a p < 2; (D) da
�a p � 2;g) (C) da
�a p < 1; (D) da
�a p � 1:21. a) (D); b) (S.C.); 
) (C) da
�a p > 1 �si q < 1, �̂n rest �ind (D); d) (S.C.) da
�a0 < � � 1; (A.C.) da
�a � > 1.22. a) 0 < p < 1; b) p > m �si m > 0; 
) 0 < p < 1 �si 0 < m < 1:23. a) 3�2 ; b) �(p3 + 1)�4p6 ; 
) �; d) (b� a)(a+ 3b)�8 ; e) 6� 92 ln 3; f) �2 (a+ b);g) �p2  1� 1p3!.26. a) (2aq � pb) 22n�2�an�2(4a
� b2)(2n�1)=2 � (2n� 3)!!(2n� 2)!! ; b) 1n! nXk=0(�1)k+1Ckn ln (k + 1);
) In = (n� 1)!!n!! � �2 ; da
�a n este par, n � 2; In = (n� 1)!!n!! ; da
�a n este impar, n � 1;In = �2 ; da
�a n = 0.
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at�ii �si r�aspunsuri27. Se folose�ste integrala I = Z �=20 ln sinx dx = ��2 ln 2 �si se integreaz�a prin p�art�i:x ln sin x����=20 � Z �=20 x 
tgx dx = ��2 ln 2; de unde rezult�a relat�ia din enunt�.x2. 15. a) � ar
tgs1� a1 + a!2 + �216; b) �2 ln (a+ 1); 
) 2� ln 1 +p1� x22 ;d) I(a) = 8<: 2� ln jaj; da
�a a 2 (�1;�1) [ (1;1);0; da
�a a 2 [�1; 1℄:16. f(�) = �2 � ��2 + 1 � ln��2 + 1; I(�) = �f 0(�) = �2 � �2 � 1(�2 + 1)2 � 2�(�2 + 1)2 ln�++ 1�(�2 + 1).17. ar
tg b� aab + a+ b + 2.18. E 0(a) = �a Z �=20 sin2 xp1� a2 sin2 x dx; de
i E 0(a) = 1aE(a)� 1aF (a): Apoi:E 0(a)=Z �=20 a sinx (
os x)0p1� a2 sin2 x dx=�a Z �=20 
os2 x(1� a2 sin2 x)3=2 dx=�aZ �=20 dx(1� a2 sin2 x)3=2��1a Z �=20 (�a2 sin2 x+ 1)� 1(1� a2 sin2 x)3=2 dx = �1aF (a) + 1� a2a Z �=20 dx(1� a2 sin2 x)3=2 : Rezult�a 
�a:Z �=20 dx(1� a2 sin2 x)3=2 = a1� a2E 0(a) + 11� a2F (a) = 11� a2E(a).Apoi: F 0(a) = a Z �=20 sin2 x(1� a2 sin2 x)3=2 dx = �1aF (a) + 1a Z �=20 dx(1� a2 sin2 x)3=2 : De
i:F 0(a) = �1aF (a) + 1a(1� a2)E(a): Astfel avem:E 00(a) + 1aE 0(a) + E(a)1� a2 = �1aE(a)� 1aF (a)�0 + 1aE 0(a) + E(a)1� a2 = � 1a2E(a)++1aE 0(a) + 1a2F (a)� 1aF 0(a) + 1aE 0(a) + E(a)1� a2 = � 1a2E(a) + 2a �1aE(a)� 1aF (a)�++ 1a2F (a)� 1a  �1aF (a) + 1a(1� a2)E(a)!+ E(a)1� a2 = 0.19. �F�x =Z a0 �(x� t)[(x� t)2 + y2 + z2℄3=2 f(t) dt; �2F�x2 =Z a0 2(x� t)2 � y2 � z2[(x�t)2+y2+z2℄5=2 f(t) dt;�F�y = Z a0 �y[(x� t)2 + y2 + z2℄3=2 f(t) dt; �2F�y2 = Z a0 �(x� t)2 + 2y2 � z2[(x� t)2 + y2 + z2℄5=2 f(t) dt;�F�z = Z a0 �z[(x� t)2 + y2 + z2℄3=2 f(t) dt; �2F�z2 = Z a0 �(x� t)2 � y2 + 2z2[(x� t)2 + y2 + z2℄5=2 f(t) dt.20. I 0n(x)= 1� Z �0 sin' � sin (n'�x sin') d'= 1� Z �0 (� 
os')0 � sin (n'�x sin') d' == � 1� 
os' � sin (n'� x sin')����0 + 1� Z �0 
os' � (n� x 
os') � 
os (n'� x sin') d' =
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at�ii �si r�aspunsuri 363= 1� Z �0 
os' � (n� x 
os') � 
os (n'� x sin') d',I 00n(x) = 1� Z �0 (� sin2 ') � 
os (n'� x sin') d'.Înlo
uind �̂n relat�ia din enunt� avem:1� Z �0 [�x2 sin2 '+ x 
os' � (n� x 
os') + (x2 � n2)℄ � 
os (n'� x sin') d' == 1� Z �0 (nx 
os'�n2) �
os (n'�x sin') d' = �n� Z �0 (n�x 
os') �
os (n'�x sin') d' == �n� sin (n'� x sin')����0 = 0.21. a) uniform 
onvergent�a; b) uniform 
onvergent�a (
u 
riteriul lui Diri
hlet);
) uniform 
onvergent�a (
u 
riteriul lui Abel); d1) uniform 
onvergent�a; d2) nu esteuniform 
onvergent�a.22. a) � ln p1� a+ 12 ; b) �2 ln (�+ 1); 
) �2 (� + 1�p1 + �2); d) �� ln (� + �).23. a) �2 ln (�+ �)�+��� � �� ; b) 2�3 [��(�+ �)� (�3 + �3) ln (�+ �) + �3 ln�+ �3 ln�℄.24. a) 12 ln �2 +m2�2 +m2 ; b) 12 ln a2 + 
2a2 + b2 ; 
) ar
tg ba � ar
tg 
a .x3. 16. Se fa
e substitut�ia (� + 
)xx(� � �) + � + 
 = t. Rezult�a:I = 1(� + 
)a � (� + 
)b B(a; b).17. Se fa
e substitut�ia t = 12 � (1 + x)21 + x2 . Se obt�ine I = 2p+q�2B(p; q).18. a) �16; b) �p3; 
) 5�128; d) �2p2; e) 3�512; f) 3p2�18p3; g) �4p27.19. I = (b � a)p+q+1B(p + 1; q + 1); I1 = (b� a)2�8 ; I2 = �; I3 = (b� a)�2 ;I4 = 2(b� a)�3p3 .20. Se 
al
uleaz�a U(b) = I1 + iI2 �si derivata U 0(b). Se obt�ine e
uat�ia U 0(b) == �pb+ aiU(b), de unde rezult�a U(b) = �(p) 1rp (
os p� + i sin p�), r = pa2 + b2, � == ar
tg ba . De
i I1 = �(p)ap 
osp � � 
os p�; I2 = �(p)ap 
osp � � sin p�.21. a) 1mB � 1m; 1� 1n� ; b) Se fa
e substitut�ia 
os x = 1� 2pt ; rezult�a I == 12p2B �14 ; 12� ; 
) �(p+ 1);d) Se 
al
uleaz�a J(p; ") = Z p" I(t) dt; 0 < " < 1 �xat, unde I(p) = Z 10 xp�1 lnx1 + x dx:Obt�inem:
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at�ii �si r�aspunsuriJ(p; ") = Z p"  Z 10 xt�1 lnx1 + x dx! dt = Z 10 lnx1 + x �Z p" xt�1 dt� dx == Z 10 lnx1 + x �  xt�1lnx ! ����t=pt="dx = Z 10 xp�11 + x dx| {z }I1 � Z 10 1x1�"(1 + x) dx| {z }I2 .Pentru I1 not�am x = y1� y ) y = x1 + x; dx = dy(1� y)2 ; 1 + x = 11� y : Rezult�aI1 = Z 10 yp�1(1� y)�p dy = B(p; 1� p) = �sin (p�) : Integrala I2 este 
onvergent�a. De
i:J(p; ") = �sin (p�) � I2; rezult�a I(p) =  �sin (p�)!0p = ��2 
os (p�)sin2 (p�) .Capitolul 4x1. 11. a) t2 � t1 + 12 sh 2t2 � 12 sh 2t1; b) sh2T ; 
) 4ba (a� b); d) a sh ba ;e) �ap4�2 + 1 + a2 ln (2� +p4�2 + 1); f) a 24ln '2 +q'22 + 1'1 +q'21 + 1 � q'22 + 1'2 + q'21 + 1'1 35.12. a) (t2 � t1)[1 + 2(t22 + t1t2 + t21)℄; b) 2�pR2 + h2; 
) ap2k2 + 1k (ekt0 � 1);d) 21; e) Pentru a obt�ine o parametrizare a 
urbei pornim de la e
uat�iile parametri
eale sferei x = a 
os u 
os v, y = a sinu 
os v, z = a sin v, u 2 [0; 2�℄, v 2 [��=2; �=2℄.Impunând 
ondit�ia 
a x; y; z s�a veri�
e a doua e
uat�ie a 
urbei � obt�inem:x = a 
os u
h u ; y = a sinu
h u ; z = ash u
h u; u 2 [0; u0℄; u0 = ar
th z0a > 0.Rezult�a L(�) = 2ap2 ar
tgsa + z0a� z0 � �4! ;f) Not�am x + y = u; x� y = v. Din prima e
uat�ie rezult�a v2 = au) u = v2a . De
i:x = 12  v2a + v! ; y = 12  v2a � v! ; z = 2p23 � v3=2pa ; v 2 [0; v0℄; v0 = 3p9a2 z2=30 > 0.Rezult�a L(�) = 34p2 0� 3s3z40a + 2 3saz203 1A.13. E
uat�iile parametri
e ale 
urbei sunt x(t) = f 0(') � sin'+ f 00(') � 
os';y(t) = f 0(') � 
os'� f 00(') � sin'; ' 2 ['1; '2℄; iar ds2 = [f 0(') + f 000(')℄2 d'2.14. a) 256 a315 ; b) a36 �
h3=2(2t0)� 1� ; 
) ab3(a+ b)(a2 + ab+ b2); d) 2p23 (b3 � a3);e) 193 .15. a) 13 h(2 + 4�2)3=2 � 2p2i ; b) a2256p2  100p38� 72� 17 ln 25 + 4p3817 !.16. M = 2b�b + aar
sin ee � ; e = pa2 � b2a .



Indi
at�ii �si r�aspunsuri 36517. M = 13 h(1 + x22)3=2 � (1 + x21)3=2i : 18. M = k.19. x0 = b� ash� ah+ a; y0 = h2 + ab2ph2 � a2 .20. x0 = y0 = z0 = 4a3� ; Ixy = Iyz = Ixz = �%0a32 ; Ix = Iy = Iz = �%0a3;I0 = 3a3�%02 .x2. 12. a) 0; b) �2�; 
) �1415; d) 43; e) 0; f) i){iv) 1.13. a) 0; b) �2 ln 2: 14. a) �p2; b) �1: 15. a) a3 �; b) �� a2; 
) �4.16. L = Z _ABm~F � d~r = � Z z2z1 mg dz = �mg(z2 � z1).17. Integrala este independent�a de drum �si Z _AB P dx+Qdy = 187 .18. a) 4; b) 1; 
) e 
os 1� 1.19. a) �P�y = �Q�x = �x2y2 � 3x4 � 3y4x2 y2 ; b) U(x; y) = x3y � xy + y3x + C;
) Z� ! = �316 + 16� � � � 1.20. �P�y = �Q�x = x2 � 2xy � y2(x2 + y2)2 ; se 
onsider�a 
urbele:(�1) : 8<: x = 
os ty = sin t; t 2 [��2 ; �2 ℄; �si (�2) : 8<: x = 
os ty = � sin t; t 2 [�2 ; 3�2 ℄;(vezi Figura I.1) �si se arat�a 
�a Z�1 P dx +Qdy = �� 6= � = Z�2 P dx+Qdy.
O

A

B

1

1
2

x

y

Figura  I.121. a) 0; b) z1(x1z1 + y21)� z20(x0z0 + y20).22. a) z(x; y) = 12p2 ar
tg 3x� y2p2 y + C; b) z(x; y) = x3yx2 + y2 + C;
) z(x; y) = y1� xy + C.
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at�ii �si r�aspunsuri23. a) u(x; y; z) = x� xy + xyz + C; b) u(x; y; z) = ar
tg zx � zxy + C.Capitolul 5x1. 12. a) 1mn [sinma + sinnb� sin (ma + nb)℄; b) ln (1 +p3)(2 +p5)(1 +p2)(2 +p6);
) �4 + p24 ln (3 + 2p2); d) ab2� n ; e) �(p) �(q)�(p+ q + 1); f) a42 ; g) 1603 ; h) 284105 p4; i) �2 ;j) 1 37128 � ln 2; k) �4 � 4p7 ar
tg 1p7.13. a) 2� a33 ; b) �R44 � 1a2 + 1b2� ; 
) 2� Z 10 r f(r) dr; d) ab�4 (a2 + b2); e) a3b3�96 ;f) 7�46 � �3p32 ; g) Z ba Z 5�=4�=4 f(r 
os'; r sin') � r dr d'; h) 4a33 ��4 + 13�.14. a) 2�; b) (e2p � 1)23 ; 
) ab3 ln 6 � (2p2� 1); d) 2�2 + 8.15. a) �a2; b) 2a2; 
) b2 � a22 � � � �(1 + �)(1 + �) .16. a) 3� a44p ; b) 88105; 
) 45�32 ; d) �(1� e�R2); e) 25.17. a) M = a2%02 ; x0 = y0 = �a8 ; b) M = 9a2%02 ; x0 = �a2 ; y0 = 8a5 .18. Ix = Iy = 3�a44p2 : 19. A = 4p23 ; I0 = 96p4%035 .20. �2ab�: 21. a) a2; b) 3�a28 ; 
) 6�a2.x2. 13. a) 124; b) �6 ; 
) 164; d) � a512 ; e) 0.14. a) 4�R55 ; b) �RpR2 + a2�a2� ln (R+pR2 + a2)+a2� lna; (a > 0); 
) �2ab
4 ;d) Z �=40 d' Z �=2ar
tg (
os ') sin � d� Z 1sin � 
os'
os �sin2 � r2 f(r) dr; pentru f � 1, I = V (G) = 13; folosind
oordonatele 
ilindri
e avem I = Z �=40 d' Z 1=
os'0 r Z r20 f(r2 + z2) dz! dr:15. a) (G) : 0 � x � 2; 0 � y � p2x� x2; 0 � z � a; avem:I = Z 10 dy Z 1+p1�y21�p1�y2 dx Z a0 f dz = Z 10 dy Z a0 dz Z 1+p1�y21�p1�y2 f dx == Z a0 dz Z 10 dy Z 1+p1�y21�p1�y2 f dx = Z 20 dx Z a0 dz Z p2x�x20 f dy = Z a0 dz Z 20 dx Z p2x�x20 f dy.b) (G) : 0 � x � 1; 0 � y � p1� x2; 0 � z � p1� x2 � y2; avem:I = Z 10 dy Z p1�y20 dx Z p1�x2�y20 f dz = Z 10 dx Z p1�x20 dz Z p1�x2�z20 f dy =



Indi
at�ii �si r�aspunsuri 367= Z 10 dz Z p1�z20 dx Z p1�x2�z20 f dy = Z 10 dy Z p1�y20 dz Z p1�y2�z20 f dx == Z 10 dz Z p1�z20 dy Z p1�y2�z20 f dx.16. a) 4k�3 R3; b) 2�ab
; 
) 4�3 [R3 � (R2 � r20)3=2℄; d) 2�ab
3 (2�p2); e) �192;f) � a3; g) 4�ab
3 ; h) Se fa
e s
himbarea de variabile x = ar3 
os3 ' sin3 �, y == br3 sin3 ' sin3 �, z = 
r3 
os3 �, (r; '; �) 2 eG, unde ( eG) : 0 � r � 1, 0 � ' � 2�,0 � � � �; D(x; y; z)D(r; �; ') = 27ab
r8 sin2 ' 
os2 ' sin5 � 
os2 �; rezult�a V = 4�ab
35 .17. a) M = 2�%0R33 ; x0 = y0 = 0; z0 = 3R8 : b) M = 2�%0a3 �p3� 56� ; x0 = 0,y0 = 0, z0 = 5a83(6p3 + 5); 
) M = �%0ab
6 ; x0 = 3a8 ; y0 = 3b8 ; z0 = 3
8 .18. Ixy = ZZZG %0z2 dx dy dz; unde (G) : �a � x � a, �b � y � b, �
 � z � 
;rezult�a Ixy = 8ab
3%03 .19. �%0r40h2 = M � r202 ; M = %0�r20h.20. Ixy = 7%0ab
3�2 ; Iyz = 4%0a3b
3 ; Ixz = 4%0ab3
�3 .21. Ix = Iy = �%030p2(8p2� 7); Iz = �%015p2(4p2� 5); I0 = �%05 (2�p2).22. u = �%0�a2 ln ������h� z +qa2 + (h� z)2z �pa2 + z2 ������+ (h� z)qa2 + (h� z)2 + zpa2 + z2��[(h� z)jh� zj + zjzj℄o; (se studiaz�a 
azurile z > h; 0 � z � h; z < 0).23. X = Y = 0; Z = 8>><>>: �kmMa jaj ; da
�a jaj > R;�mkMaR3 ; da
�a jaj � R:Capitolul 6x1. 14. 4�R(R�pR2 � a2).15. a) 4p23 pab(a+b); b) 12 Z 2�0 q(a2 + 
2)b2 
os2 '+ (b2 + 
2)a2 sin2 'd' = 12 L(�);
u � elipsa 
u semiaxele apb2 + 
2 �si bpa2 + 
2; 
) 1335 .16. a) 2�a23 (2p2� 1); b) 2a2; 
) � "apa2 + b2 + b2 ln a +pa2 + b2b #.17. a) �(p2 + 1)2 ; b) �2apa2 + 1 + �2 ln (a+pa2 + 1); 
) �a4 sin� 
os2 �2 ;
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at�ii �si r�aspunsurid) p1 + k2 a6�24 (80k2 + 7).18. M = %0�p2a24 ; x0 = a2 ; y0 = 0; z0 = 16a9� : 19. Iz = 4�a4%03 .20. a) 2�R7105 ; b) I1 = 0; I2 = 4�ab
3 ; I3 = 0; 
) 8�R33 (a+ b + 
).21. a) ��a68 ; b) 0: 22. a) a68 ; b) 0; 
) ��h42 ; d) 0.x2. 14. (x� a)2 + (y� b)2 + (z� 
)2 = 1 (sfera 
u 
entrul �̂n A(a; b; 
) �si de raz�a 1).16. a) 3f(r) + rf 0(r); b) gradU � gradV + U �V: 18. a) ~0; b) f 0(r)r (~r � ~
).19. a) 3�8 ; b) 3: 20. 2�.



ANEX�AÎn a
east�a anex�a vom prezenta e
uat�iile 
arteziene �si/sau parametri
e ale prin
ipalelor
urbe �si suprafet�e 
are apar pe par
ursul 
ulegerii, pre
um �si imaginile lor �̂ntr-un sistemortogonal de axe din plan sau spat�iu.x1. CURBE1. Cer
ul.E
uat�ia 
artezian�a: (x� a)2 + (y � b)2 = R2; (Figura A.1.1).E
uat�iile parametri
e: 8<: x = a+R 
os ty = b +R sin t; t 2 [0; 2�℄:2. Elipsa.E
uat�ia 
artezian�a: x2a2 + y2b2 � 1 = 0; (Figura A.1.2).E
uat�iile parametri
e: 8<: x = a 
os ty = b sin t; t 2 [0; 2�℄:
O

x
a

y

b
C

R

Figura A.1.1

O

xa

y
b

Figura A.1.23. Hiperbola.a) E
uat�ia 
artezian�a: x2a2 � y2b2 � 1 = 0; (Figura A.1.3).E
uat�iile parametri
e: 8><>: x = a
os t = a se
 ty = b tg t; t 2 [��; �℄ n f��2g; sau 8<: x = �a 
h ty = b sh t; t 2 IR:
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O

x
a-a

y

Figura A.1.3b) E
uat�ia 
artezian�a: xy = 
2; (Figura A.1.4).E
uat�iile parametri
e: x = t; y = 
2t ; t 2 IR�,(este hiperbola de la pun
tul a) 
u a = b = 
p2 rotit�a �̂n jurul lui O 
u 45Æ �̂n sens dire
ttrigonometri
).
) E
uat�ia 
artezian�a: xy = �
2; (Figura A.1.5).E
uat�iile parametri
e: x = t; y = �
2t ; t 2 IR�,(este hiperbola de la pun
tul a) 
u a = b = 
p2 rotit�a �̂n jurul lui O 
u 45Æ �̂n sens inverstrigonometri
).
O

x

c

c
-c

-c

y

Figura A.1.5

O

x

c

c
-c

-c

y

Figura A.1.44. Parabola.E
uat�ia 
artezian�a: y2 = 2px; (Figura A.1.6).E
uat�iile parametri
e: 8><>: x = 12pt2y = t; t 2 IR:5. Ci
loida.E
uat�iile parametri
e: 8<: x = a(t� sin t)y = a(1� 
os t); t 2 [0; 2�℄; (Figura A.1.7):
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Figura A.1.6

O

x

y

O

x

2a

pa 2pa

y

Figura A.1.76. Astroida.E
uat�ia 
artezian�a: x2=3 + y2=3 = a2=3; (Figura A.1.8).E
uat�iile parametri
e: 8<: x = a 
os3 ty = a sin3 t; t 2 [0; 2�℄:7. Cardioida.E
uat�iile parametri
e: 8<: x = a(2 
os t� 
os 2t)y = a(2 sin t� sin 2t); t 2 [0; 2�℄; (Figura A.1.9):
O

x

a

a

y

Figura A.1.8

O

x2
-3a

3a

a

y

Figura A.1.98. Lemnis
ata.a) E
uat�ia 
artezian�a: (x2 + y2)2 = a2(x2 � y2); (Figura A.1.10).E
uat�ia polar�a: r2 = a2 
os 2'.E
uat�iile parametri
e: 8<: x = a 
os' � p
os 2'y = a sin' � p
os 2'; ' 2 h0; �4 i [ h3�4 ; 5�4 i [ h7�4 ; 2�i :b) E
uat�ia 
artezian�a: (x2 + y2)2 = 2a2xy; (Figura A.1.11).E
uat�iile parametri
e: 8<: x = a 
os' � psin 2'y = a sin' � psin 2'; ' 2 h0; �2 i [ h�; 3�2 i ;(este lemnis
ata de la pun
tul a) rotit�a 
u 45Æ �̂n sens dire
t trigonometri
).9. Foliul lui Des
artes.E
uat�ia 
artezian�a: x3 + y3 = 3axy; (a > 0); (Figura A.1.12).
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uat�iile parametri
e: 8>><>>: x = 3at1 + t3y = 3at21 + t3 ; t 2 IR n f�1g:
O

x

y

Figura A.1.11

a

a 2
2

a 2
2

Figura A.1.10

O

x

y

a

-a

10. Spirala lui Arhimede.E
uat�ia polar�a: r = a'; ' 2 [0;1); (Figura A.1.13),(zona pun
tat�a 
orespunde lui ' 2 (�1; 0)).E
uat�ia 
artezian�a: yx = tg px2 + y2a :E
uat�iile parametri
e: 8<: x = at 
os ty = at sin t; t 2 IR+:
O

x

y

Figura A.1.13

O x

y

Figura A.1.12

2

2

3a

3a

11. Spirala hiperboli
�a.E
uat�ia polar�a: r = a'; ' 2 (0;1); (Figura A.1.14),(zona pun
tat�a 
orespunde lui ' 2 (�1; 0)).E
uat�ia 
artezian�a: yx = tg apx2 + y2 :E
uat�iile parametri
e: 8><>: x = at 
os ty = at sin t; t 2 IR�+:12. Spirala logaritmi
�a.E
uat�ia polar�a: r = ea'; (sau r = bea'); ' 2 IR; (Figura A.1.15).
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uat�ia 
artezian�a: yx = tg lnpx2 + y2a .E
uat�iile parametri
e: 8<: x = eat 
os ty = eat sin t; t 2 IR:
O x

y

Figura A.1.14

O x

y

Figura A.1.1513. Eli
ea 
ir
ular�a (linia eli
oidal�a).E
uat�iile 
arteziene: 8><>: x2 + y2 = a2tg zb = yx sau8><>: x = a 
os zby = a sin zb ; (Figura A.1.16):E
uat�iile parametri
e: 8>>><>>>: x = a 
os ty = a sin tz = bt; t 2 IR:

Figura A.1.16

O

x

a

y

z

Figura A.1.17

O

x

a

a

y

z

2a

14. Curba lui Viviani.E
uat�iile 
arteziene: 8<: x2 + y2 + z2 = a2x2 + y2 = ax; (Figura A.1.17):
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uat�iile parametri
e: 8>>><>>>: x = a 
os2 'y = a sin' 
os'z = �aj sin'j; ' 2 h0; �2 i [ h 3�2 ; 2�i :x2. SUPRAFET�E1. Sfera.E
uat�ia 
artezian�a: (x� a)2 + (y � b)2 + (z � 
)2 = R2, (Figura A.2.1).E
uat�iile parametri
e: 8>>><>>>: x = a+R 
os u sin vy = b+R sinu sin vz = 
 +R 
os v; u 2 [0; 2�℄; v 2 [0; �℄:2. Elipsoidul.E
uat�ia 
artezian�a: x2a2 + y2b2 + z2
2 � 1 = 0, (Figura A.2.2).E
uat�iile parametri
e: 8>>><>>>: x = a 
os u sin vy = b sinu sin vz = 
 
os v; u 2 [0; 2�℄; v 2 [0; �℄:
Figura A.2.1

O

a

y

z

c

b

C

R

x

Figura A.2.2

O

x

yb

c z

a3. Hiperboloidul 
u o pânz�a.E
uat�ia 
artezian�a: x2a2 + y2b2 � z2
2 � 1 = 0, (Figura A.2.3).E
uat�iile parametri
e: 8>>><>>>: x = a 
os u 
h vy = b sin u 
h vz = 
 sh v; u 2 [0; 2�℄; v 2 IRsau 8>>><>>>: x = a 
os u se
 vy = b sin u se
 vz = 
 tg v; u 2 [0; 2�℄; v 2 [��; �℄ n f��2g:



Suprafet�e 3754. Hiperboloidul 
u dou�a pânze.E
uat�ia 
artezian�a: x2a2 + y2b2 � z2
2 + 1 = 0, (Figura A.2.4).E
uat�iile parametri
e: 8>>><>>>: x = a 
os u sh vy = b sin u sh vz = �
 
h v; u 2 [0; 2�℄; v 2 [0;1):

Figura A.2.3

O

x

a

y
b

z

Figura A.2.4

O

x

y
c

-c

z

5. Paraboloidul elipti
.E
uat�ia 
artezian�a: x2p + y2q = 2z; p; q > 0, (Figura A.2.5).E
uat�iile parametri
e: 8>>>><>>>>: x = ppu 
os vy = pqu sin vz = u2 ; u 2 [0;1); v 2 [0; 2�℄:
Figura A.2.5

O

x

y

z

6. Paraboloidul hiperboli
.a) E
uat�ia 
artezian�a: �x2p + y2q = 2z; p; q > 0, (Figura A.2.6).E
uat�iile parametri
e:8>>>><>>>>: x = ppu tg vy = pqu se
 vz = u2 ; u 2 [0;1); v 2 [��; �℄ n ���2� �si8>>>><>>>>: x = p�pu se
 vy = p�qu tg vz = u2 ; u 2 (�1; 0); v 2 [��; �℄ n ���2� :
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Figura A.2.6

O

x

y

z

b) E
uat�ia 
artezian�a: z = xy, (Figura A.2.7).E
uat�iile parametri
e: 8>>><>>>: x = uy = vz = uv; u; v 2 IR;(este paraboloidul hiperboli
 de la pun
tul a) 
u p = q = 1 rotit �̂n jurul axei Oz 
u 45Æ�̂n sens invers trigonometri
).

Figura A.2.7

O

x

y

z

7. Cilindrul.a) Cilindrul elipti
.E
uat�ia 
artezian�a: x2a2 + y2b2 � 1 = 0, (Figura A.2.8).
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uat�iile parametri
e: 8>>><>>>: x = a 
os uy = b sin uz = v; u 2 [0; 2�℄; v 2 IR:b) Cilindrul hiperboli
.E
uat�ia 
artezian�a: �x2a2 + y2b2 � 1 = 0, (Figura A.2.9).E
uat�iile parametri
e: 8>>>><>>>>: x = a tg uy = b
os uz = v; u 2 [��; �℄ n f��2g; v 2 IR:

Figura A.2.9

O

x

y

b-b

z

Figura A.2.8

O

x

y
b

z

a


) Cilindrul paraboli
.E
uat�ia 
artezian�a: x2 = 2py, (Figura A.2.10).E
uat�iile parametri
e: 8>>>><>>>>: x = uy = 12pu2z = v; u; v 2 IR:8. Conul.a) Conul elipti
.E
uat�ia 
artezian�a: x2a2 + y2b2 � z2
2 = 0, (Figura A.2.11).E
uat�iile parametri
e: 8>>><>>>: x = av 
os uy = bv sinuz = 
v; u 2 [0; 2�℄; v 2 IR:b) Conul hiperboli
.E
uat�ia 
artezian�a: �x2a2 + y2b2 � z2
2 = 0, (Figura A.2.12).
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uat�iile parametri
e: 8>>>><>>>>: x = av tguy = bv 1
os uz = 
v; u 2 [��; �℄ n f��2g; v 2 IR:

Figura A.2.10

O

x

y

z

Figura A.2.11
x

y

z

O


) Conul hiperboli
.E
uat�ia 
artezian�a: z2 = xy, (Figura A.2.13),(este 
onul hiperboli
 de la pun
tul b) 
u a = b = p2; 
 = 1 rotit 
u 45Æ �̂n jurul axei Oz�̂n sens invers trigonometri
).E
uat�iile parametri
e: 8>>>><>>>>: x = v2uy = uz = v; u 2 IR�; v 2 IR:

Figura A.2.12

x

y

z

O

Figura A.2.13

O

x

y

z

9. Eli
oidul.E
uat�ia 
artezian�a: tg zb = yx , (Figura A.2.14),



Suprafet�e 379(este suprafat�a generat�a de o dreapt�a 
are este paralel�a 
u planul Oxy, interse
teaz�a axaOz �si eli
ea 
ir
ular�a (E) : x = a 
os v; y = a sin v; z = bv).E
uat�iile parametri
e: 8>>><>>>: x = u 
os vy = u sin vz = bv; u 2 IR+; v 2 IR:

Figura A.2.14

O

x

a

y

z
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